Eliminacje szkolne do 111 Warsztatéow I LO

Czas rozwiazywania zadan - 100 minut

21.09.2009r.

1. Kasia ma w swoim wielkim terrarium 539 czerwonych, 607 niebieskich i
666 zielonych kameleonéw. Kiedy spotkaja sie dwa rézne kameleony, zmie-
niaja kolor na ten trzeci. Czy mozliwe jest, aby w pewnej chwili wszystkie

kameleony byly jednego koloru?

. Niech o bedzie okregiem opisanym na trdjkacie ostrokatnym ABC, za$ [
— $rodkiem okregu wpisanego w ten tréjkat. Pétprosta Al przecina okrag

o ponownie w punkcie D. Wykazaé, ze |BD| = |CD| = |ID|.

. Niech n > 3 bedzie liczba naturalna. Dowies¢, ze dowolny wielomian po-

staci
n n—3 n—4 n—>5
T+ Qp_3T + p_ax +a,_5+...+a1x+ ap,
gdzie co najmniej jeden ze wspélczynnikéw a,_3,an—4,Gn_5,...,0a1, 09

jest rézny od zera, ma mniej niz n pierwiastkéw rzeczywistych (pierwiastek

liczymy tyle razy, ile wynosi jego krotnosé).
4. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych ukltad rownan:
22 4+ 2z + 5z =2

y? + 22w + 5y = 2

22 422y +52=2

5. Niech p bedzie liczba pierwsza. Wyznaczy¢ reszte z dzielenia (2;) przez p.



Wskazéwki do rozwiagzan

. OdpowiedZ brzmi: NIE. Laczna ilos¢ kameleonéw jest liczba podzielna
przez 3. Zatem gdyby wszystkie uzyskaly w koncu jeden kolor, wéwczas
ilo$¢ kameleonéw kazdego koloru bytaby liczba podzielna przez 3. Tym-
czasem na poczatku iloé¢ gadéw w réznych kolorach daje 3 rézne reszty
z dzielenia przez 3. Latwo sprawdzié¢, ze zmiana koloru (w ktérakolwiek
strone) nie zmienia tego stanu — ilosci gadéw w réznych kolorach dalej
daja 3 rozne reszty z dzielenia przez 3. Stad nie dojdziemy do stanu, w

ktérym wszystkie beda w jednym kolorze.

. AD jest dwusieczng kata £ BAC, stad natychmiast |[BD| = |CD|. Z twier-
dzenia o kacie $rodkowym i wpisanym {AIB = 2{ADB, a stad tréjkat

BID jest rownoramienny.

. Zalozy¢ przeciwnie. Skorzystaé z wzoréw Viete’a. Wynika z nich, ze pier-
wiastki spelniaja réwnosci:
T+ To+...+x,=0

122 + x93+ ... + 12, = 0.
Stad wszystkie sa zerami, a wigc wielomian jest postaci ™. Sprzecznosé.

. Sprawdzié¢ przypadki, gdy liczby sa réwne lub parami réwne. Gdy nie sg,
odejmowadé stronami i otrzymacé uktad trzech réwnan liniowych z trzema
niewiadomymi (nie ma on rozwigzan). Otrzymane w trywialnych przypad-
kach rozwiazania podstawiaé¢ do wyjéciowego ukladu (nie zawsze spelnia-
ja).

. Reszta to 2. Sa dwie mozliwe drogi wykazywania.

e Zauwazy¢, ze jesli k jest mniejsze od 2p i rdézne od p, wowczas (215) jest

podzielny przez p, dalej za$ wykorzysta¢ wzér dwumianowy (1+1)2P.

e Skorzystaé z twierdzenia Wilsona i wychodzi samo :)



