II Warsztaty Matematyczne w I LO

Geometria
Zadania konkursowe + niektére rozwigzania

22 — 24 wrzesnia 2008r.

Dzien 1, Grupa mlodsza
Czas: 100 minut

Zadanie 1. (5p.) W trojkat K LM wpisujemy okrag o $rodku S, styczny do bokéw KL i KM odpo-
wiednio w punktach P i Q. Punkt K jest srodkiem odcinka PR (jest to definicja punktu R). Wykazad,
ze proste RQ) i K S sa réwnolegte.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze skoro |KP| = |KQ| = |KR|, to punkty P, @, R leza na okregu o srodku w
punkcie K. Z twierdzenia o kacie Srodkowym i wpisanym widzimy zatem, ze L PKQ = 24 PR(Q). Odcinek
K S zawiera sie w dwusiecznej kata PKQ, a stad A PKS = {PRQ.

Zadanie 2. (10p.) Niech ABC bedzie trojkatem prostokatnym réwnoramiennym, przy czym £ BAC =
90°. Punkt M jest srodkiem odcinka AB. Prowadzimy przez A prosta prostopadla do CM. Przecina ona
bok BC' w punkcie P. Wykazaé, ze LAMC = L PM B.

Rozwigzanie Na przedluzeniu odcinka AP obieramy punkt K taki, ze KB 1 AB. Tréjkaty ACM i
BAK sa przystajace na mocy cechy kbk. Istotnie, LACM = 90° — LKAC = 90° — (90° — {BAK =
£BAK; |CA| = |AB|; LCAM = LABK. Takze trojkaty BPM i BPK sa przystajace. Maja one
jeden bok wspdlny, co wiecej z poprzedniego przystawania mamy |BM| = |BK|. Wystarczy jeszcze
zauwazy¢, ze £ PBM = 45° = { PBK i dostajemy przystawanie na mocy cechy bkb. Wynika z niego, ze
APMB = L{PKB. Skoro jednak ACM = BAK, to {PKB = {AKB = £LAMC.

Zadanie 3. (10p.) Niech ABC bedzie takim tréjkatem, dla ktérego L ACB = 60°. Przez punkty D, E
okreslamy spodki wysokosci tego tréjkata opuszczone odpowiednio na odcinki: BC, AC. Punkt M jest
$rodkiem odcinkiem AB. Udowodnié, ze trojkat DEM jest réwnoboczny.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze na czworokacie ABDFE mozna opisaé¢ okrag o srodku w punkcie M. Istotnie
LAEB = LADB. Co wigcej, katy te sa proste, a wigc AB jest $rednica tego okregu. Latwo widzie¢, ze
|EM| = |DM]| jest po réwnoscia dwéch promieni tego okregu. Zatem trojkat DEM jest réwnoramienny.
Aby zakonczyé dowdd wystarczy pokazaé, ze L DM FE = 60°. Skoro LACD = 60°, to z faktu, ze AD 1|
CD wynika, ze LCAD = 30°. Z twierdzenia o kacie wpisanym i sSrodkowym, zastosowanym do tuku DFE
wynika, ze 2{ FAD = AEMD = 60°. Tréjkat DEM jest wigc réwnoramienny i jeden z jego katow to
60°. To juz implikuje, ze jest on rownoboczny.

Zadanie 4. (15p.) Dany jest trojkat ABC o tej wlasnosci, ze istnieje w jego wnetrzu punkt F' spelnia-
jacy: LFAB = {FBA = 30°. Na bokach AC, BC budujemy tréjkaty rownoboczne ACE oraz BC'D
(skierowane na zewnatrz trojkata). Wykazaé, ze |EF| = |DF)|.



Rozwigzanie: Niech F’ bedzie punktem symetrycznym do punktu F wzgledem prostej zawierajacej
odcinek AB. Zauwazmy na poczatek, ze trojkaty BFF’, AFF' sa réwnoboczne. Istotnie, |[F'A| = |[FA| =
|FB| = |F'B|, za$§ {FAF' = 2dFAB = 60° = LFBF’'. Wykazemy teraz, ze nastepujace dwie pary
tréjkatéw sa przystajace:
F'BC=FBD, F'AC =FAE.

Istotnie, dla pierwszej pary wynika to z cechy bkb: |F'B| = |F'B|, |BC| = |BD|, mamy tez: £F'BC =
£60° + LFBC = £FBD. Analogicznie postepujemy w przypadku drugiej pary. Zauwazmy teraz, ze
taczac te dwie informacje o przystawaniu dostajemy:

|EF| = |CF'| = |DF).

Dzien 2, Grupa mlodsza
Czas: 150 minut

Zadanie 1. (5p.) W tréjkacie ABC poprowadzono srodkowa AD. Udowodnij, ze punkty B, C' sa réwno
oddalone od prostej AD.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze odleglosci punktéw B, C od prostej zawierajacej AD sa niczym innym
tylko wysokoéciami tréjkatow ABD, AC' D, poprowadzonymi na wsp6lng ich podstawe AD. Aby uzyskaé
teze wystarczy wykazaé, ze pola tych trojkatow sa rowne. To jest jednak oczywiste, poniewaz pola tych
trojkatéw mozna policzyé drugim sposobem — wziaé wysokosé opuszczona z wierzchotka A. Wéwczas
‘podstawami’ sa odcinki BD i CD — z zalozenia réwne sobie.

Zadanie 2. (5p.) Na bokach BC' i CD kwadratu ABCD zbudowano (na zewnatrz kwadratu) tréjkaty
réwnoboczne BCK i DCL. Udowodnij, ze trojkat AK L jest réwnoboczny.

Rozwigzanie: Latwo widzieé¢, ze {ADL = L ABL = 150°. Szybki rachunek pokazuje takze, ze { KCL =
360° — 90° — 2 - 60° = 150°. Oznacza to, ze trojkaty ADL, ABK, KCL sa przystajace na mocy cechy
bkb. W szczegdlnodci |AL| = |[LK| = |AK], co jest réwnowazne réwnobocznoéci trojkata AK L.

Zadanie 3. (10p.) Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC. Niech punkt A bedzie érodkiem odcinka DB
(jest to definicja punktu D). Niech E bedzie srodkiem boku BC. Odcinek DFE przecina bok AC' w punkcie

X. Znalez¢ wartos¢ wyrazenia: 5% -

Rozwigzanie: Stosujemy tw. Menelausa do tréjkata ABC' i punktéw D € AB, X € AC, FE € CB. Skoro
punkty te leza na jednej prostej, to:

|AD| |BE| |CX]| _

=1.
|BD| |CE| |AX]

7 zalozeh zadania wiemy, ze pierwszy z ulamkéw w tym iloczynie réwny jest 1/2, drugi za$ réwny jest

CX
1. Stad ﬁ =2

Zadanie 4. (10p.) Dany jest tréjkat prostokatny ABC. Na jego przeciwprostokatnej BC' budujemy do
zewnatrz kwadrat BCDE. Niech O bedzie $rodkiem tego kwadratu. Udowodnié, ze AO to dwusieczna
kata CAB.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze £COB jest, jako punkt przecigcia przekatnych kwadratu, réwny 90°. Ozna-
cza to, ze LCOB + LCAB = 180°, a wigc na czworokacie CAOB mozna opisa¢ okrag. Na mocy tw. o

2



réwnosci katéow wpisanych opartych na tym samym tuku widzimy, ze LOCB = £OAB = 45°. Podobnie
AOBC = LOAB = 45°. Istotnie wiec prosta zawierajaca odcinek OA jest dwusieczna kata CAB.

Zadanie 5. (15p.) Na bokach AC, BC tréjkata ABC budujemy kwadraty ACGH oraz CBEF. Udo-
wodnié, ze proste AF, BG, HE przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwiagzanie: Zauwazmy najpierw, ze trojkaty C BG i C'F A sa przystajace na mocy cechy bkb. Istotnie,
|AC| = |CG|,|CF| = |CB|, za§ LACF = LACB + 90° = £{BCG. Niech P bedzie punktem przeciecia
prostych AF' i BG. Aby pokazaé teze wystarczy udowodnié, ze prosta FH przechodzi przez P. Zgodnie
z uwagami wyzej, mamy: LCBP = ACFP, oraz L{CGP = ACAP. Stad na czworokatach CPBF
oraz CPAG mozna opisaé okregi. Rozwazmy pierwszy z nich. Jest on opisany na tréjkacie CAG, a
zatem GA jest Srednicg tego trdjkata. Stad takze H lezy na tym okregu. Podobnie E lezy na okregu
opisanym na czworokacie CPAG. Teraz juz tylko krok do zakonczenia, poniewaz z twierdzenia o réwnoéci
katéw wpisanych opartych na tym samym luku, A K AGLK PG = 45°. Podobnie L EBF = {EPF =
45°. Widzimy tez, ze proste AF i BG przecinaja sie pod katem prostym (znowu twierdzenie o katach
wpisanych i opartych na lukach AG oraz BF'). Stad kat K PE ma miare 180°, czyli punkty K, P, E' leza
na jednej prostej.

Zadanie 6. (15p.) Dany jest trojkat ABC. Na bokach BC,CA, AB znajduja sie punkty stycznosci
D, E. F okregu wpisanego w tréjkat ABC. Udowodnié, ze proste zawierajace odcinki AD, BE, C'F prze-
cinajg sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie: Z najmocniejszego twierdzenia geometrii mamy nastepujace réwnosci: |AF| = |AE)|,
|BD| = |BF|, |CD| = |CE|. Widzimy, ze:

|AF| |BD| |CE| |AF| |BD| |CD|
|BF| |CD| |AE| |BD| |CD| |AF|

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy widzimy, ze proste AD, BE, CF przecinaja sie w
jednym punkcie.

Dzien 3, Grupa mlodsza
Czas: 100 minut

Zadanie 1 (5p.) Dany jest réwnoleglobok ABCD. Na jego boku CD obieramy punkt P. Na bokach
AD, BC wybieramy takie punkty E, F, ze |AE| = |CF|. Punkt K jest przecieciem odcinkéw AP i EF,
za$ punkt L jest punktem przeciecia odcinkéw BP i EF. Udowodnié, ze:

[AKE| + [BLF] = [PKL).

Rozwiagzanie: Zauwazmy, ze 2[APB] = [ABCD)]. Co wigcej, figury ABFE oraz CDEF sa przystajace,
zatem 2[ABFE| = 2[CDEF] = [ABCD)]. Zatem [ABF E] = [ABP]. Odejmujac od tej réwnosci stronami
pole czworokata [ABLK], dostajemy teze zadania.

Zadanie 2 (10p.) Czworokat ABCD jest wypukly. Niech E bedzie takim punktem na boku CD, ze
% = 3, gdzie s,t — pewne liczby dodatnie. Udowodnic¢, ze:

t
[ABC) + —>
+s s+t

ABE| = [ABD].



Rozwiagzanie: Niech hp, hg, he beda wysokosciami tréjkatéw ADB, AEB, AC' B opuszczonymi z wierz-

chotkéow D, E, C na bok AB. Wowczas z twierdzenia Talesa hg = p%shc + 755 hp. Wystarczy pomnozy¢
|AB]
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te réwnod¢ stronami przez i dostajemy teze zadania.

. . L . . . . 1AQ| _
Zadanie 3 (10p.) Dany jest trojkat ABC. Na bokach AC' i BC obieramy takie punkty Q, P, ze 1551 =

|QC
%. Niech S bedzie punktem przeciecia prostych AP i CQ. Wykazaé, ze [ABS] = [PCQS].
Rozwigzanie: Patrzymy nailoraz [ABQ)|/[ABC]. Jest on réwny |AQ|/|AC|. Podobnie stosunek [APC]/[ABC] =
|CP|/|CB|. Z zalozenia zatem, dwie otrzymane wielko$ci sa réwne. Oznacza to, ze [ABQ] = [APC]. Jezeli
odejmiemy od tej rownosci stronami pole trojkata AQS, wowczas otrzymamy teze zadania.

Zadanie 4 (10p.) Podaé¢ inny niz na zajeciach dowod faktu, ze wysokosci trojkata przecinaja sie w
jednym punkcie. Wskazoéwka: uzy¢ np. prostych potegowych...

Rozwigzanie: Jezeli o4, 0pc, 004 sa okregami o $rednicach odpowiednio réwnych AB, BC,C A, wéw-
czas wysokodci trojkata sa prostymi potegowymi odpowiednich par tych tréjkatéw (podobny trik, co na
éwiczeniach). Skoro jednak $rodki odcinkéw AB, BC,C A nie leza na jednej prostej, to proste potegowe
rozwazanych 3 okregdéw przecinaja sie w jednym punkcie. W tym przypadku sa to wysokosci trojkata
ABC, co konczy dowdd.

Zadanie 5 (15p.) Dany jest okrag o i lezace na zewnatrz tego okregu takie punkty A, B, ze prosta
zawierajaca AB nie przechodzi przez $rodek o. Opisa¢ konstrukcje cyrklem i linijka okregu stycznego do
0, przechodzacego przez punkty A, B. OdpowiedZ uzasadnié.

Rozwiazanie: Przez punkty A, B prowadzimy dowolny okrag o1 przecinajacy okrag o w dwéch punktach.
Te konstrukcje tatwo jest wykonaé. Robimy symetralna odcinka AB, obieramy dostatecznie daleki punkt
P na tej symetralnej i wykreslamy okrag o promieniu AP. Zalézmy, ze przecina on okrag o w punktach
C, D. Niech X bedzie punktem przeciecia prostych AB i C'D. Prowadzimy z X proste styczne do okregu
0. W ten sposob dostajemy punkty My, Ms. Okregi opisane na trojkatach ABM;, ABMy to okregi
przechodzace przez punkty A, B oraz styczne wewnetrznie i zewnetrznie (w zaleznoscei od polozenia) do
okregu o. Wyjaénienie: AB jest prosta potegowa okregu, ktory chcemy skonstruowaé i okregu o;. Prosta
CD jest prosta potegowa okregu, ktéry chcemy skonstruowac i okregu o. Oznacza to, ze proste potegowe
okregbw: o, 01 1 tego, ktérego szukamy, przecinaja sie w punkcie X. Skoro szukany okrag ma by¢ styczny
do o, to ich wspdélna prosta potegowa bedzie styczna do o, przechodzaca przez punkt X.

Dzienn 1, Grupa starsza
Czas: 100 minut

Zadanie 1. (5p.) Niech ABC bedzie takim tréjkatem, dla ktérego L ACB = 60°. Przez punkty D, E
okreslamy spodki wysokosci tego tréjkata opuszczone odpowiednio na odcinki: BC, AC. Punkt M jest
$rodkiem odcinkiem AB. Udowodnié, ze trojkat DEM jest réwnoboczny.

Rozwigzanie: Zauwazmy, Ze na czworokacie ABDE mozna opisaé okrag o érodku w punkcie M. Istotnie
AAEB = LADB. Co wiecej, katy te sa proste, a wiec AB jest srednica tego okregu. Latwo widzieé, ze
|EM| = |DM]| jest po réwnoscia dwéch promieni tego okregu. Zatem trojkat DEM jest réwnoramienny.
Aby zakonczyé dowdd wystarczy pokazaé, ze K DMFE = 60°. Skoro LACD = 60°, to z faktu, ze AD |
CD wynika, ze LCAD = 30°. Z twierdzenia o kacie wpisanym i rodkowym, zastosowanym do tuku DFE
wynika, ze 2{ FAD = AEMD = 60°. Tréjkat DEM jest wigc réwnoramienny i jeden z jego katow to
60°. To juz implikuje, ze jest on rownoboczny.



Zadanie 2. (10p.) Punkty A, B, C leza w tej wlasnie kolejnosci na jednej prostej, przy czym |AB| < |BC|.
Punkty D, E sg wierzchotkami kwadratu ABDFE. Okrag o érednicy AC przecina prosta DE w punktach
P, Q, przy czym punkt P nalezy do odcinka DFE. Proste AQ i BD przecinaja sie w punkcie R. Udowodni¢,
ze |DP| = |DR].

Rozwigzanie: Kat APC jest prosty jako kat wpisany oparty na srednicy. Stad L FAP = 90° — L PAC =
LACP. Z kolei z réwnosci tukéw AP i CQ wynika réwnosé katéw ACP 1 CAQ, skad L EAP = {BAR.
Trojkaty PAE i RBA sa wiec przystajace (cecha kbk), co dowodzi, ze |EP| = |BR|. Stad |DP| = |DR].

Zadanie 3. (10p.) Dany jest tréjkat ABC, dla ktérego LABC < LACB. Niech E, F beda punktami
stycznoéci okregu o Srodku I, wpisanego w ten tréjkat, lezacymi odpowiednio na bokach AC, BC'. Przez
P oznaczamy rzut punktu P na prosta zawierajaca odcinek AI. Wykazaé, ze punkty E, F, P leza na
jednej prostej.

Rozwigzanie: Aby pokazaé wspolliniowo$é punktéw E, F, P wystarczy wykazac¢, ze LIFP + AEFI =
180°. Niech o« = LIAB = LIAFE, zas 3 = LIBA = £IBC. Widzimy, ze {EIF = 360° — {AIB —
LAIE — £BIF = 360° — (180° — o — 3) — (90 — &) — (90 — 8) = 2a + 2. Skoro I E, I F sa promieniami
okregu wpisanego, to tréjkat ETF jest rownoramienny i LEFI = 90° — o — . Wyznaczymy teraz
miare kata [FP. Zauwazmy, ze skoro £LIFB = LIPB = 90°, to na czworokacie BPF'I mozna opisa¢
okrag. Zatem AIFP = 90° + {BFP = 90° + £BIP. Dalej: BIP = 180° — 90° — (8 + {FBP) =
90° — 5 — (180° — 90° — o — 28) = « + (. Dodajac wszystkie uzyskane przez siebie informacje widzimy,
ze: LIFP 4+ AEITF = (90° — o — ) + (90° + a + (3) = 180°.

Zadanie 4. (15p.) Dany jest czworokat wypukly ABCD. Na odcinkach AB oraz BC wybieramy od-
powiednio punkty @, oraz P. Punkt przecigcia odcinka CQ z AP oznaczamy przez S. Zalézmy, ze w
czworokaty PBQS oraz CSAD mozna wpisaé okregi. Czy wynika stad, ze w ABCD tez mozna wpisaé
okrag? Odp. uzasadnié.

Rozwiazanie: Niech O1,05 to nazwy okregéw wpisanych odpowiednio w czworokaty PBQS oraz
CSAD. Niech X,Y lezace na odcinku AP naleza odpowiednio do O,0; (sa to punkty stycznosci).
Podobnie przez W, Z oznaczamy punkty lezace na odcinku CQ), nalezace odpowiednio do O3, O;. Skoro
w czworokat C'SAD mozna wpisaé okrag, to: |AS| + |CD| = |CS| + |AD|. Mamy réwnosé |SY| = |SZ]|,
wiec po dodaniu jej stronami do poprzedniej otrzymamy: |AY|+|CD| = |CZ|+|AD|. Jesli Y, Z' leza od-
powiednio na bokach AB, BC czworokata ABCD i sa punktami jego stycznosci z Os, to mamy:|AY| =
|AY'|,|CZ| = |CZ'|. Dokonujac podmiany w réwnosci |AY| + |CD| = |CZ| + |AD|, otrzymujemy:
|AY'| +|CD| = |CZ'|+ |AD|. Pamigtajac, ze |BY'| = |BZ’| i dodajac te réwnosé¢ do poprzedniej mamy:

|AB| +|CD| = |AY'|+|BY'| 4+ |CD| = |CZ'| + |BZ'| + |AD| = |BC| + |AD|.

Wynik ten oznacza, ze w czworokat ABC' D mozna wpisaé okrag.

Dzien 2, Grupa starsza
Czas: 150 minut

Zadanie 1. (5p.) Udowodnié, ze punkt wspdlny srodkowych tréjkata dzieli kazda ze $rodkowych w
stosunku 2 : 1 (liczac od wierzcholtka).

Rozwigzanie: Niech ABC' beda wierzchotkami trojkata, zas D, E, F érodkami bokéw BC,CA, AB.
Punkt wspdlny srodkowych oznaczny przez P. Zastosujemy tw. Menelausa do tréjkata BCF' i punktéw
D e BC,P e CF,A € BF. Mamy:

|BD| |CP| |FA]

|BC| |FC| |BA|
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Pierwszy z tych utamkow réwny jest 1, drugi jest szukanym stosunkiem podziatu srodkowej, trzeci zas
wynosi 1/2. Stad tez |CP|/|FC| = 2.

Zadanie 2. (5p.) Niech F, F beda punktami stycznosci okregdéw dopisanych do tréjkata ABC. Leza one
odpowiednio na bokach AC' i BC. Udowodnié, ze |AE| = |DB].

Zadanie 3. (10p.) Dany jest trojkat ABC. Na bokach BC,CA, AB znajduja si¢ punkty stycznosci
D, E. F okregu wpisanego w tréjkat ABC. Udowodnié, ze proste zawierajace odcinki AD, BE, C'F prze-
cinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 4. (10p.) Na bokach AC, BC tréjkata ABC budujemy kwadraty ACGK oraz CBEF. Udo-
wodnié¢, ze proste AF, BG, HE przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zadanie 5. (15p.) Dany jest tréjkat ABC oraz pewien punkt P lezacy poza tym tréjkatem. Rzutujemy
punkt P na kazdy z bokdéw trojkata i dostajemy punkty Pp, Po, P3. Pokazaé, ze jesli te trzy rzuty lezg
na jednej prostej, to P nalezy do okregu opisanego na trojkacie ABC.

Zadanie 6. (15p.) Dany jest tréjkat ABC. Mamy tez dwa punkty: P, Q lezace na boku AB takie, ze
APCA = £QCB. Wykazaé, ze woéwczas zachodzi:

AP |AQ| _ <|A0|>2
PB| " 1oB] ~ \|BC|) -

Dzien 3, Grupa starsza
Czas: 100 minut

Zadanie 1 (5p.) Dany jest tréjkat ABC. Na bokach AC i BC obieramy takie punkty @, P, ze % =
%. Niech S bedzie punktem przeciecia prostych AP i CQ. Wykazaé, ze [ABS] = [PCQS].

Zadanie 2 (10p.) Dany jest pieciokat wypukly ABCDE taki, ze |AE| = |DE|,|BC| = |CD|, oraz
£BAE = LABC = 90°. Dwusieczne katéw AED i BCD przecinaja si¢ w punkcie P. Pokazaé, ze:
|AE|-|BC| = |PD|? |DE|-|DC| = |PD|*.

Zadanie 3 (10p.) Dany jest taki sze$ciokat wypukly ABCDEF, ze na czworokatach ABCD,CDEF,EFAB
mozna opisa¢ okregi. Wykazaé, ze na szeSciokacie ABCDEF tez mozna opisaé okrag.

Zadanie 4 (10p.) Dany jest okrag o i lezace na zewnatrz tego okregu takie punkty A, B, ze prosta
zawierajaca AB nie przechodzi przez $rodek o. Opisa¢ konstrukcje cyrklem i linijka okregu stycznego do
o0, przechodzacego przez punkty A, B. OdpowiedZ uzasadnié.

Zadanie 5 (15p.) Dany jest czworokat wypukly ABC D, na kt6rym mozna opisaé¢ okrag. Rozpatrujemy
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wszystkie punkty P nalezace do wnetrza tego czworokata, ze L PAD + A PBC = £DPC. Wykazaé, ze
punkty takie musza leze¢ na jednej prostej lub na jednym okregu.

11 Warsztaty Matematyczne w I LO
Pierwsza praca domowa

Grupa mlodsza

Zadanie 1. (5p.) Dany jest tréjkat prostokatny réwnoramienny ABC, przy czym £BAC = 90°. Na
bokach AB i AC wybieramy takie punkty D, E, ze |AD| = |CE|. Przez A prowadzimy prosta prostopadla
do DE, ktéra przecina bok BC w punkcie P. Wykazaé, ze |AP| = |DE|.

Zadanie 2. (5p.) Udowodnié, ze jezeli dwusieczne katéw wewnetrznych trapezu ABC'D tworza czworo-
kat, to mozna na tym czworokacie opisa¢ okrag.

Zadanie 3. (15p.) Dany jest tréjkat ABC. Na boku AB mamy pewien punkt D. Niech O, O, O3 beda
okregami wpisanymi odpowiednio w tréjkaty ABC, ACD oraz BCD i przyjmijmy, ze punkty stycznosci
tych okregéw z bokiem AB oznaczamy przez E, F,G. Wykazaé, ze |EF| = |DG]|.

Grupa starsza

Zadanie 1. (5p.) Kat ABC tréjkata ABC ma miare 60°. Dwusieczne AD i C'E przecinaja sie w punkcie
M. Wykazaé, ze |DM| = |EM].

Zadanie 2. (5p.) Dany jest trojkat ABC. Na boku AB mamy pewien punkt D. Niech O, O, 05 beda
okregami wpisanymi odpowiednio w trojkaty ABC, ACD oraz BCD i przyjmijmy, ze punkty stycznosci
tych okregéw z bokiem AB oznaczamy przez E, F,G. Wykazaé, ze |EF| = |DG]|.

Zadanie 3. (15p.) Dany jest czworokat ABC'D, na ktérym opisano okrag O. Przyjmijmy, ze P,Q sa
$rodkami tukéw AB,CD. Niech E bedzie punktem przeciecia dwusiecznych katéw BAD i ADC, za$ F
— punktem przecigcia dwusiecznych katéw ABC i BCD. Wykazaé, ze PQ L EF.

IT Warsztaty Matematyczne w I LO
Druga praca domowa

Grupa mlodsza

Zadanie 1. (5p.) W tréjkacie ABC poprowadzono wysokosci AA’ i BB’. Proste zawierajace te wysokosci
przecinaja sie w punkcie P. Udowodnij, ze jezeli |AP| = |BP|, to tréjkat ABC' jest réwnoramienny.
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Zadanie 2. (10p.) Dany jest czworokat wypukly ABCD i punkt P w jego wnetrzu taki, ze LADP +
ABCP = LAPB. Uzasadni¢, ze okregi opisane na trojkatach ADP i BCP sa styczne zewnetrznie.

Zadanie 3. (15p.) Niech AA’ bedzie wysokoscia trojkata ostrokatnego ABC, za$ S $rodkiem okregu
opisanego na tym trdjkacie. Udowodnij, ze L BAA' = £SAC.

Grupa starsza

Zadanie 1. (5p.) Dany jest czworokat wypukly ABCD i punkt P w jego wnetrzu taki, ze LADP +
ABCP = LAPB. Uzasadnié, ze okregi opisane na trojkatach ADP i BCP sg styczne zewnetrznie.

Zadanie 2. (10p.) Niech AA’ bedzie wysokoscia trojkata ostrokatnego ABC, za$ S srodkiem okregu
opisanego na tym tréjkacie. Udowodnij, ze L BAA’ = £SAC.

Zadanie 3. (15p.) Dany jest réwnolegtobok ABC' D W jego wnetrzu obieramy sobie punkt P. Niech K, L
beda takimi punktami lezacymi odpowiednio na bokach AB, AD tego réwnolegtoboku, ze QL||AB, QK ||AL.
Przez P oznaczmy teraz punkt przeciecia prostych DK i BL. Udowodni¢, ze punkty P, @, C leza na jednej
prostej.



