KONKURS ZADANIOWY - grupa mlodsza. Dzien pierwszy

1. Zgodnie z rysunkiem ponizej, punkt E lezy po przeciwnej stronie prostej AD niz punkt C,
przy czym LCDFE = 110°. Punkt F lezy na odcinku AD tak,ze DE = DF. Czworokat
ABCD jest kwadratem. Wyznacz miare kata AFFE.

110°

2. Dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ wszystkie maja identyczne cyfry jednosci. Wykaz, ze
przynajmniej jedna z liczb a? + 2019, b% + 2020, ¢ + 2021 jest podzielna przez 5.

3. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunek a + b + ¢ + d = 0. Udowodnij, ze
max(a, b) + max(a, c) + max(a, d) + max(b, c¢) + max(b, d) + max(c,d) > 0,
gdzie max(z,y) oznacza nie mniejsza sposréd liczb 1 y.

4. Kolejne liczby naturalne od 1 do 100 wypisano od lewej do prawej w pewnej kolejno-
Sci. Liczbe wystepujaca w tym ciagu nazwiemy prawostronnie maksymalng, jesli jest ona
wieksza od kazdej liczby znajdujacej sie w tym ciggu na prawo od niej. Analogicznie de-
finiujemy liczbe lewostronnie maksymalng. Zaldézmy, ze w rozwazanym ciagu jest doktad-
nie k liczb prawostronnie maksymalnych i doktadnie k liczb lewostronnie maksymalnych.
Znajdz najwieksza mozliwa wartosé k.



KONKURS ZADANIOWY - grupa mlodsza. Dzien drugi.

1. Pigé prostokatow A, B, C, D, E ustawiono w kwadrat, jak na rysunku ponizej. Prostokaty
te maja wymiar 1 X 6, 2 x4, 5 x 6, 2 x 7 oraz 2 X 3 (rysunek nie jest za$ prawidlowo wy-
skalowany). Ktéry z pieciu prostokatéw moze byé¢ na pozycji zacieniowanego prostokata?

2. Wyznacz liczbe pieciocyfrowych liczb naturalnych n spelniajacych jednoczesnie dwa wa-
runki:
e n oraz jej suma cyfr sg podzielne przez 5,
e pierwsza i ostatnia cyfra n sg takie same.

3. Liczby calkowite a, b, ¢, d spelniaja warunek a + b+ ¢+ d = 0. Wykaz, ze liczba n =
(ab — cd)(be — ad)(ac — bd) jest kwadratem liczby catkowitej.

4. Janosik ponumerowal wierzchotki pewnego szescianu liczbami 1,2,...,8, a nastepnie za-
pisal na kazdej krawedzi tego szeécianu sume liczb znajdujacych sie na jej koncach. Czy
jest mozliwe, aby wszystkie liczby zapisane na krawedziach byly parami rézne?



KONKURS ZADANIOWY - grupa mlodsza. Dzien trzeci.

. Dany jest czworokat ABC D, w ktorym kat wewnetrzny C'DA jest wklesty. Przypu$émy,
ze LDAB = Z/BCD oraz ZABC = ZCDA —180°. Wykaz, ze czworokat ABC'D ma dwie
pary bokéw prostopadtych.

. Znajdz wszystkie liczby naturalne n, ktérych najmniejszy dzielnik wiekszy od 1 jest 45
razy mniejszy od najwiekszego dzielnika wlasciwego (mniejszego od n).

. Marek pomyslal o pieciu liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d, e, dodal kazde dwie z nich,
i zapisal na kartce wartosci dziesigciu uzyskanych w ten sposéb sum. Nastepnie Marek
przekazal te kartke Szymonowi. Czy Szymon, tylko na podstawie zapisanych na kartce
dziesieciu liczb, moze wywnioskowaé o jakich pieciu liczbach pomyslat Marek?

. Dany jest czworokat ABCD spelniajacy warunki /BCD = 90°, /CDA = 150° oraz
BC = AD. Punkty M i N sg srodkami odpowiednio bokéw AB i C'D. Wyznacz miare
kata miedzy prostymi M N i CD.



KONKURS ZADANIOWY - grupa starsza. Dzien pierwszy.

. Punkt X lezy na odcinku A, a punkty C'i D — po przeciwleglych stronach tego odcinka,
przy czym spelnione sg réwnosci:

AX=CX=3, BX=DX=17AC=DBC AD=BD.
Wykaz, ze CD < 9.

. Niech ag = a1 = as = 1 oraz a,, = an—1 + an—2 + an—3, dla kazdej liczby naturalnej n > 3.
Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej k zachodzi nieréwnosé ay, < 2%.

. Czy mozna wpisa¢ w kazde pole nieskonczonej szachownicy pewna dodatnia liczbe cal-
kowita w taki sposdb, aby suma liczb wpisanych w pola w kazdego prostokata rozmiaru
n X m ztozonego z nm pol tej szachownicy byla podzielna przez n 4+ m?

. Dany jest réwnoleglobok ABCD, w ktérym kat DAB jest ostry. Niech X # B bedzie
punktem na prostej AB speliajacym XC = BC. Analogicznie, niech Y # B bedzie
punktem na prostej BC spelniajacym AB = AY. Udowodnij, ze /DY X = Z/DXY.



KONKURS ZADANIOWY - grupa starsza. Dzien drugi.

1. Ponizsza figura zlozona jest z 11 odcinkéw dlugosci 2. Wyznacz pole pieciokata ABCDE.

A

C D

2. Liczby rzeczywiste z, y spelniaja réwnos$é (x + Va2 + 1)(y + Vy?2 +1) = 1. Wyznacz
wartosc¢ liczby x + y.

3. Dany jest ciag liczb catkowitych (a,). Dla dowolnej dodatniej liczby caltkowitej n sume
pierwszych n wyrazéw tego ciagu, czyli liczbe a1 +as+. . .+ay,, oznaczamy przez Sy,. Zatoz-
my, ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej n zachodzi réwnosé S,, = 3n2. Udowodnij,
ze réznica dwbch kolejnych wyrazow ciagu (ay,) jest stala.

4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym LZACB = 90°. Punkt M jest Srodkiem boku AB,
a prosta réwnolegla do prostej BC' i przechodzaca przez punkt M przecina prostag AC
w punkcie D. Oznaczmy Srodek odcinka C'D przez E. Zaldézmy, ze proste BD i CM sa
prostopadte. Wykaz, ze proste EM i AB sg prostopadte.



KONKURS ZADANIOWY - grupa starsza. Dzien trzeci.

. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne AC' i BD sa réwnej dlugosci i przecinaja sie
w punkcie X. Zalézmy, ze LZAXB = 60°. Wykaz, ze istnieje taki punkt Y, ze trdjkaty
ABY i CDY sg réwnoboczne.

. Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczba (n + 1)™ — 1 jest podzielna

przez n>.

. Dla jakich dodatnich liczb catkowitych n mozemy rozbié zbiér utamkéw

{1 2 nl}
R LR

na takie dwa roztaczne podzbiory, ze iloczyny elementéw tych podzbioréw sg rowne?

. Dany jest kwadrat ABCD o boku 3. Na odcinkach AB i AD leza odpowiednio takie
punkty E i F, ze AE = AF = 2. Wyznacz dlugo$¢ cieciwy okregu opisanego na tréojkacie
AFEF zawartej w prostej BD.



