KONKURS ZADANIOWY - grupa mlodsza. Dzien pierwszy

1. Zgodnie z rysunkiem ponizej, punkt E lezy po przeciwnej stronie prostej AD niz punkt C,
przy czym ACDFE = 110°. Punkt F lezy na odcinku AD tak,ze DE = DF. Czworokat
ABCD jest kwadratem. Wyznacz miare kata AFE.

110°

B C

RozwiAZANIE. Kat ADC jest prosty, wiec miara kata wklestego ADE réwna jest 200°.

Stad kat wewnetrzny trdojkata réwnoramiennego DEF przy wierzchotku D ma miare
360° — 200° = 160°. Wnioskujemy stad, ze {DFF = LDFE = %(180O —160°) = 10°.
Stad LAFE = 180° — 10° = 170°.

2. Dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ wszystkie maja identyczne cyfry jednosci. Wykaz, ze
przynajmniej jedna z liczb a? + 2019, b% + 2020, ¢ + 2021 jest podzielna przez 5.

RoOzwiIAZANIE. Gdy cyfra jednosci liczby a réwna jest 1, 4, 6 lub 9, woéwczas cyfra jednosci
liczby a? + 2019 réwna jest 0 lub 5, wiec liczba ta jest podzielna przez 5. W przypadku,
gdy cyfra jednoéci liczby b réwna jest 0 lub 5, liczba b% 4 2020 jest podzielna przez 5.

Wreszcie, w przypadku gdy cyfra jednoéci liczby ¢ réwna jest 2, 3, 7 lub 8, liczba ¢? +2021
jest podzielna przez 5.
3. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunek a + b+ ¢ + d = 0. Udowodnij, ze
max(a, b) + max(a, ¢) + max(a, d) + max(b, ¢) + max(b, d) + max(c,d) > 0,

gdzie max(z,y) oznacza nie mniejsza sposréd liczb z i y.
RozwiazANIE. Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nier6wnosé
1
max(z,) > 5 (z + 1),

przy czym réwno$¢ ma miejsce jedynie, gdy x = y. Zatem rozwazana suma maksimow
ograniczona jest z dotu przez liczbe
(a+b)+(at+c)+(a+d)+(b+c)+(b+d)+(c+d) 3(a+b+c+d)

= =0.
2 2

4. Kolejne liczby naturalne od 1 do 100 wypisano od lewej do prawej w pewnej kolejno-
Sci. Liczbe wystepujaca w tym ciagu nazwiemy prawostronnie maksymalng, jesli jest ona
wieksza od kazdej liczby znajdujacej sie w tym ciggu na prawo od niej. Analogicznie de-
finiujemy liczbe lewostronnie maksymalng. Zaldézmy, ze w rozwazanym ciagu jest doktad-
nie k liczb prawostronnie maksymalnych i doktadnie k liczb lewostronnie maksymalnych.
Znajdz najwicksza mozliwa wartosé k.



ROzWIAZANIE. Jedli wypiszemy liczby od 1 do 100 w nastepujacy sposob:
1,2, 3, ..., 48, 49, 100, 50, 99, 98, ..., 53, 52, 51,

to pierwsze 50 wypisanych liczb stanowi zbidr wszystkich liczb lewostronnie maksymal-
nych, za$ liczby prawostronnie maksymalne to: 100 oraz liczby od 99 do 51.

Rozwazmy teraz dowolny ciag liczb od 1 do 100. Z uwagi na obecnos¢ liczby 100 wérod
wypisanych liczb, zadna liczba mniejsza od 100 nie moze by¢ jednoczesnie lewostronnie i
prawostronnie maksymalna. Gdyby jednak liczba k byta wieksza od 50, wtedy co najmniej
dwie z liczb od 1 do 100 bylyby jednoczesnie lewostronnie i prawostronnie maksymalne.
Zatem najwieksza mozliwa wartos¢ k réwna jest 50.



KONKURS ZADANIOWY - grupa mlodsza. Dzien drugi.

1. Pigé prostokatow A, B, C, D, E ustawiono w kwadrat, jak na rysunku ponizej. Prostokaty
te maja wymiar 1 X 6, 2 x4, 5 x 6, 2 x 7 oraz 2 X 3 (rysunek nie jest za$ prawidlowo wy-
skalowany). Ktéry z pieciu prostokatéw moze byé¢ na pozycji zacieniowanego prostokata?

ROZWIAZANIE. Suma pdl wszystkich prostokatow wynosi 64, wiec rozwazany kwadrat ma
bok dlugosci 8. Kwadrat ten ma zatem obwéd réwny 32. Zauwazmy, ze jest to jednoczesnie
suma potéw obdoddéw niezacieniowanych prostokatéw. Potowy obwodow pieciu rozwaza-
nych prostokatéw sa réwne odpowiednio 7,6,11,9,5. Suma tych liczb réwna jest 38. Stad
zacieniowany prostokat ma rozmiary 2 x 4.

2. Wyznacz liczbe pieciocyfrowych liczb naturalnych n spelniajacych jednoczesnie dwa wa-
runki:
e n oraz jej suma cyfr sg podzielne przez 5,
e pierwsza i ostatnia cyfra n sg takie same.
RozwiAZANIE. Niech n = abcede, gdzie a, b, ¢, d, e to kolejne cyfry w zapisie dziesietnym

liczby n. Zgodnie z cecha podzielnosci przez 5, cyfra e jest rowna 0 lub 5. Z drugiego
warunku opisujacego liczbe n wynika, ze e = a # 0, wiec a = e = 5.

Zgodnie z zalozeniem, suma cyfr liczby n, réwna 10 + b + ¢ + d, jest podzielna przez 5.
Twierdzimy, ze dla kazdego wyboru pary cyfr b i ¢ (po 10 wyboréw dla kazdej cyfry) cyfra
d przyja¢ moze doktadnie 2 wartosci. Rzeczywiscie, oznaczajac przez r reszte z dzielenia
liczby b + ¢ przez 5, widzimy ze dla r # 0, cyfra d moze by¢ réwna 5 — r lub 10 — r, a
dla » = 0 mamy mozliwoéci d = 0 lub d = 5. W rezultacie liczba pieciocyfrowych liczb
spelniajacych warunki zadania réwna jest 1-10-10-2 -1 = 200.

3. Liczby catkowite a, b, ¢, d spelniaja warunek a + b+ ¢ + d = 0. Wykaz, ze liczba n =
(ab — cd)(be — ad)(ac — bd) jest kwadratem liczby catkowitej.
ROZWIAZANIE. Mamy d = —(a + b + ¢). Wstawiajac te zalezno$¢ do kazdego z wyrazen
ab — cd, bc — ad, ac — bd, uzyskujemy
ab—cd=ab+c(a+b+c) =ab+ac+bc+c? = (a+c)(b+c),
be —ad =bc+ala+b+c)=bc+a’+ab+ac= (a+c)(a+b),
ac—bd = ac+bla+b+c)=ac+ab+b*+bc=(a+b)(b+c).

W rezultacie n = ((a + b)(b+ ¢)(a + c))?.



4. Janosik ponumerowal wierzchotki pewnego szescianu liczbami 1,2,...,8, a nastepnie za-
pisal na kazdej krawedzi tego szeécianu sume liczb znajdujacych sie na jej koncach. Czy
jest mozliwe, aby wszystkie liczby zapisane na krawedziach byly parami rézne?

RozwiAZANIE. Najwicksza mozliwa warto$¢ wpisana na krawedzi szeScianu réwna jest
8 4+ 7 = 15, a najmniejsza mozliwa wartos¢ wynosi 1 + 2 = 3. W rezultacie mozliwe jest
zapisanie na krawedziach szescianu jedynie jednej z 13 wartosci.

Wykazemy, ze zaréwno jedna z liczb 3, 4, 5, 6, jak i jedna z liczb 12, 13, 14, 15 nie moga
by¢ zapisane na krawedzi szesScianu. Bedzie to oznaczaé¢, ze mamy 11 mozliwych liczb,
ktore zapisa¢ mozna na krawedzi. Skoro jednak krawedzi jest 12, to nie jest mozliwe, aby
wszystkie liczby zapisane na krawedziach byly parami rézne.

Przypusémy nie wprost, ze kazda z wartosci 3, 4, 5, 6 wystepuje na jednej z krawedzi sze-
Scianu. Oznacza to, ze Janosik nadat liczby 1 i 2 wierzchotkom potaczonym krawedzig —
inaczej nie istniataby krawedz o wartosci 3. Podobnie wierzchotki ponumerowane liczbami
11 3 maja wspdlna krawedz o wartosci 4. Z tego wynika, ze wierzchotki ponumerowa-
ne liczbami 2 i 3 nie sa polaczone krawedzia, wigc zeby powstata krawedZ o wartosci 5,
wierzcholek o numerze 4 musi by¢ potaczony krawedzig z wierzchotkiem 1. Z tego zas
wynika, ze wierzchotek 4 nie jest potaczony krawedzia z wierzchotkiem 2. Skoro jednak
mamy na pewnej krawedzi wartosé¢ 6, to wierzchotek 1 musi mie¢ wspélng krawedz rowniez
z wierzchotkiem 5, co oznacza, ze jeden wierzcholek szedcianu potaczony jest krawedzia-
mi z czterema innymi wierzchotkami. UzyskaliSmy sprzecznosé. Przypadek jednoczesnego
wystapienia krawedzi z liczbami 12, 13, 14, 15 wykluczamy analogicznie.



KONKURS ZADANIOWY - grupa mlodsza. Dzien trzeci.

1. Dany jest czworokat ABC D, w ktorym kat wewnetrzny C'DA jest wklesty. Przypu$émy,
ze LDAB = Z/BCD oraz ZABC = ZCDA —180°. Wykaz, ze czworokat ABC'D ma dwie
pary bokéw prostopadtych.

ROZWIAZANIE. Oznaczmy przez E punkt przeciecia prostych AD oraz BC, a przez F
punkt przecigcia prostych CD oraz AB (rys. 4). Z warunkéw zadania mamy

/CDE =/CDA—-180° = ZABC oraz /DCE = /BAE,

wiec korzystajac z réwnosci sum miar katéw w trojkatach CDE i ABE, uzyskujemy
/DEC = ZAEB = 90°. Analogicznie uzyskujemy /CF B = 90°.

2. Zmajdz wszystkie liczby naturalne n, ktérych najmniejszy dzielnik wickszy od 1 jest 45
razy mniejszy od najwiekszego dzielnika wlasciwego (mniejszego od n).
ROZWIAZANIE. Oznaczmy przez d najmniejszy dzielnik liczby n wiekszy od 1.
Zauwazmy, ze najwigkszym dzielnikiem wiasciwym liczby n jest liczba 5. Gdyby bowiem
istnial wigkszy dzielnik wlasciwy liczby m réwny z, to liczba 7 bylaby dzielnikiem n
mniejszym od d i wiekszym od 1 (skoro x < n), co jest niemozliwe.
Skoro liczba 45d jest dzielnikiem liczby n, to liczba ta jest podzielna przez 3 i w rezultacie
d < 3. Uzyskujemy zatem dwie mozliwosci: d =2 i d = 3.
Wiemy jednakze, ze najwiekszy dzielnik wlasciwy liczby n to z jednej strony 45d, a z dru-
giej strony — 5. Stad
n
45d = E,

czyli n = 45d?. Zatem liczba n jest réwna 45 - 4 = 180 lub 45 - 9 = 405. Bezposérednio
sprawdzamy, ze obydwie uzyskane liczby spelniaja warunki zadania.

3. Marek pomyslal o pieciu liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d, e, dodal kazde dwie z nich,
i zapisal na kartce wartosci dziesieciu uzyskanych w ten sposéb sum. Nastepnie Marek
przekazal te kartke Szymonowi. Czy Szymon, tylko na podstawie zapisanych na kartce
dziesigciu liczb, moze wywnioskowaé o jakich pieciu liczbach pomyslal Marek?

RoOzZWIAZANIE. Zauwazmy, ze suma wszystkich dziesigciu liczb zapisanych na kartce to
4(a+b+c+d+e). W szcezegblnosei Szymon zna wartos$é sumy a + b+ c+d + e.

Problem postawiony w zadaniu nie zalezy od kolejnoéci liczb a, b, ¢, d, e. Zalézmy wiec
bez straty ogdlnoéci, ze a < b < ¢ < d < e. Wtedy najmniejsza liczbg na kartce Marka
jest a + b, druga najmniejsza liczba jest za$ a 4+ c¢. Podobnie najwieksza liczba na kartce
jest d + e, a druga najwieksza — ¢ + e.

7 powyzszych obserwacji wynika, ze jeSli Szymon odejmie od sumy a + b+ c+d + e

najmniejsza oraz najwiekszg z liczb napisanych na kartce, to otrzyma liczbe c. Na tej

podstawie, znajac wartosci a + ¢ oraz ¢ + e, Szymon wyznacza liczby a oraz e
(a+c¢)—c=a oraz (c+e)—c=ce,

a nastepnie wyznacza liczby b oraz d

(a+b)—a=0b oraz (d+e)—e=d.

W rezultacie Szymon umie rozpozna liczby a, b, ¢, d, e pomyslane przez Marka.



4. Dany jest czworokat ABCD spelniajacy warunki /BCD = 90°, Z/CDA = 150° oraz
BC = AD. Punkty M i N sg srodkami odpowiednio bokéw AB i C'D. Wyznacz miare
kata miedzy prostymi M N i C'D.

RozwiAZANIE. Niech punkt K bedzie obrazem punktu C' w symetrii wzgledem punktu M.
Skoro AM = M B, to czworokat ACBK jest réwnolegtobokiem, skad AK = BC = AD.
W szczegdlnosci trojkat ADK jest réwnoramienny.

Skoro czworokat ACBK jest réwnolegtobokiem, to /KAB = Z/ABC oraz:

LKAD = /ZBAD + ZKAB = ZBAD + ZABC = 360° — 150° — 90° = 120°.

Zauwazmy wreszcie, ze proste DK i M N sa réwnolegle, gdyz M N jest linig srodkowg w
tréjkacie DCK. Zatem proste M N i C'D przecinaja sie pod katem 60°.



KONKURS ZADANIOWY - grupa starsza. Dzien pierwszy.

1. Punkt X lezy na odcinku AB, a punkty C' i D — po przeciwleglych stronach tego odcinka,
przy czym spelnione sg rownoéci:

AX=CX =3, BX=DX=7 AC=BC AD=BD.

Wykaz, ze CD < 9.
RoOzwiAZANIE. Niech P bedzie punktem przeciecia odcinkéw AB oraz C'D. Zauwazmy, ze
prosta C'D jest osig symetrii czworokata AD BC'. Odcinki AB oraz C'D sg wiec prostopadle
i ZAPC =90° = LZAPD.
Punkt P jest srodkiem odcinka AB, skad wnioskujemy, ze
AX +BX

2
Mamy réwniez XP = AP — AX =5—-3=2.
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatéw C'PX oraz DPX:

CP=vVXC2—XP2=+9—4=1/5,
DP =V XD2— XP2=+/49 — 4 = /45 = 3\/5.

AP = 5.

W rezultacie
CD=CP+DP=4V5=+80< V81 =0.

2. Niech ag = a1 = as = 1 oraz a,, = an—1 + Gn_9 + an_3, dla kazdej liczby naturalnej n > 3.
Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej k zachodzi nieréwnoéé a;, < 2%.

ROZWIAZANIE. Zalézmy nie wprost, ze teza nie jest spelniona i oznaczmy przez k naj-
mniejsza liczbe naturalna, dla ktérej a; > 2F. Oczywiscie k > 2, wobec czego mozemy
zapisaé

3

ap—3 <2878, apo < 2P gy <28

Stad uzyskujemy
A = Q1 + Qp_o + ap_3 <2714 2F"2 L ok=3 —9k=3(4 L 94 1) < 2F3 .8 = 9k
co przeczy zalozeniu ay > 2F.

3. Czy mozna wpisa¢ w kazde pole nieskonczonej szachownicy pewna dodatnig liczbe cal-
kowitg w taki sposOb, aby suma liczb wpisanych w pola w kazdego prostokata rozmiaru
n X m zlozonego z nm pdl tej szachownicy byta podzielna przez n + m?

ROZWIAZANIE. Przypuéémy nie wprost, ze odpowiedZ na pytanie postawione w tresci
zadania jest twierdzaca. Niech N > 1 bedzie liczba catkowita.

Zauwazmy, ze dowolny prostokat rozmiaru 2 x (N — 1) mozna podzieli¢ na dwa prostokaty
rozmiaréw 1 x (N — 1). Suma liczb wpisanych w pola kazdego z tych prostokatéw jest
podzielna przez N. A zatem takze suma liczb wpisanych w prostokat rozmiaru 2 x (N —1)
jest podzielna przez N.

Z drugiej strony, prostokat rozmiaru 2 X (N — 1) mozna podzieli¢ na prostokat rozmiaru
2 x (N —2) i prostokat rozmiaru 2 x 1. Skoro zar6wno suma liczb wpisanych w prostokat
rozmiaru 2 X (N — 1) jest podzielna przez N, jak i suma liczb wpisanych w prostokat
rozmiaru 2 X (N —2) jest podzielna przez N, to réwniez suma liczb wpisanych w prostokat
rozmiaru 2 X 1 jest podzielna przez N.

Uzyskalidmy sprzeczno$é, gdyz suma dwédch dodatnich liczb calkowitych nie moze byé
podzielna przez dowolna liczbe catkowita wigksza od 1.



4. Dany jest réwnolegtobok ABCD, w ktérym kat DAB jest ostry. Niech X # B bedzie
punktem na prostej AB speliajacym XC' = BC. Analogicznie, niech Y # B bedzie
punktem na prostej BC speliajacym AB = AY. Udowodnij, ze /DY X = Z/DXY.

RozZwIiAZANIE. Uzasadnimy, ze tréjkaty DAY oraz X CD sa przystajace. Z danych réwno-
$ci odcinkéw oraz z zalozenia, ze czworokat ABC'D jest rownolegtobokiem, mamy rownosci
dtugosci odpowiednich bokéw tréjkatow DAY oraz XCD

AY =AB=CD oraz CX=CB=AD.

Pozostaje wykazaé réwnosé miar katow Y AD oraz XCD. Skoro ZABY = /ZCBX, i
skoro trojkaty ABY oraz CBX sa réwnoramienne, to mamy /Y AB = /X CB. Ponadto,
poniewaz ABC'D jest réwnoleglobokiem, wiec takze /DAB = /BCD. W konsekwencji

LYAD = /YAB+ /DAB = ZXCB+ ZBCD = ZXCD.

Wykazaliémy wiec, ze tréjkaty DAY oraz X CD sa przystajace (cecha bok—kat—bok). Stad
DY = DX i w konsekwencji ZDY X = /ZDXY.



KONKURS ZADANIOWY - grupa starsza. Dzien drugi.

1. Ponizsza figura zlozona jest z 11 odcinkéw dlugosci 2. Wyznacz pole pieciokata ABCDE.

A

RoOZWIAZANIE. Pole pieciokata ABC DFE jest sumg, pdl tréjkatéw ABC, ACD oraz ADE.
Pierwszy i ostatni z tych tréjkatéw ma pole réwne polu tréjkata réwnobocznego o polu 2,
czyli v/3. Skoro AC = AD = 2+/3 oraz CD = 2, to z twierdzenia Pitagorasa wnioskujemy,
ze wysokoéé tréjkata ACD opuszczona z wierzchotka A ma dlugo$é +/11. Zatem pole
tréjkata ACD jest réwne /11.

2. Liczby rzeczywiste x, y speliaja réwnos$é¢ (x + Va2 +1)(y + vy? +1) = 1. Wyznacz
wartos¢ liczby « + y.

ROZWIAZANIE. Zadna z liczb 22 4+ V22 + 1 oraz 42 + /42 + 1 nie jest réwna zero, gdyz
ich iloczyn jest niezerowy. Zatem

1 VP4l -y
2 = = = 2 —_
x4+ Va? s o Sl U

czyli x +y = Vy2 + 1 — Va2 + 1. Z racji symetrii liczb = i y w rozwazanym problemie,
zamieniajac role z i y, uzyskujemy z+y = Vo2 + 1—/y? + 1. Oznacza to, ze 2(z+y) = 0.
W rezultacie liczba = 4 y jest réwna 0.

3. Dany jest ciag liczb catkowitych (a,). Dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej n sume
pierwszych n wyrazéw tego ciagu, czyli liczbe a1 +as+. . .+ay,, oznaczamy przez S, . Zatdz-
my, ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej n zachodzi réwnoéé S, = 3n?. Udowodnij,
ze réznica dwdch kolejnych wyrazéw ciagu (a,) jest stala.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze dla kazdego n > 2 mamy a, = S, — Sp,—1. Stad
Ani1— ap = (Spy1 — Sn) — (S — Sn—1) = Spa1 + Sn_1 — 25,.
Korzystajac z wzoru na sume n pierwszych elementéw ciagu (ay,), uzyskujemy:
Spa1 4 Sno1 =28, =3((n+1)* + (n —1)* - 2n?) =

=3n*+2n+1+n*>—2n+1-2n%)=3-2=6.

Otrzymalismy zatem dla kazdego n > 1 ré6wnos$é apy1 — an = 6.



4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym ZACB = 90°. Punkt M jest $rodkiem boku AB,
a prosta rownolegta do prostej BC' i przechodzaca przez punkt M przecina prosta AC
w punkcie D. Oznaczmy Srodek odcinka C'D przez E. Zalézmy, ze proste BD i CM sa
prostopadie. Wykaz, ze proste EM i AB sg prostopadle.

ROzwWIAZANIE. Niech punkt F' bedzie odbiciem punktu C wzgledem punktu M. Powstaty
czworokat ACBF jest wowczas prostokatem oraz CM = MF.

Proste DM i BC sa réwnolegle oraz punkt M jest srodkiem boku AB, co oznacza, ze
punkt D jest srodkiem odcinka AC. Zatem z symetrii zauwazamy, ze prosta DF' jest
prostopadta do prostej AB, skoro proste BD i C'M sg prostopadte.

Punkt E jest érodkiem odcinka DC|, a punkt M jest srodkiem odcinka CF', zatem EM
jest linia Srodkowa w trojkacie DC'F, czyli jest rownolegta do prostej DF'. Stad wynika, ze
proste EM oraz DF sa réwnolegle, co oznacza z kolei, ze proste EM i AB sa prostopadle.
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KONKURS ZADANIOWY - grupa starsza. Dzien trzeci.

1. W czworokacie wypuktym ABCD przekatne AC i BD sa réwnej dtugosci i przecinaja sie
w punkcie X. Zalézmy, ze LZAXB = 60°. Wykaz, ze istnieje taki punkt Y, ze trdjkaty
ABY i CDY sg réwnoboczne.

R0ZWIAZANIE. Niech Y bedzie takim punktem lezacym po tej samej stronie prostej AB, co
punkt X, ze tréjkat ABY jest rownoboczny. Wykazemy, ze trdéjkat C' DY jest rownoboczny.
W tym celu uzasadnimy, ze zachodzg réwnosci C'Y = DY oraz ZCY D = 60°.

W celu wykazania, ze CY = DY uzasadnimy, ze tréjkaty ACY i BDY sg przystajace
(cecha bok—kat—bok). Istotnie, mamy
/BAY + ZABY = 60° + 60° = 180° — 60°
=/BAX + ZABX
= /BAY — /XAY + ZABY + ZXBY,

co oznacza, ze ZXAY = /XBY. Poniewaz AY = BY , /X AY = Z/XBY oraz AC = BD,
wiec trojkaty ACY i BDY sa przystajace. Pozostaje zauwazyé, ze

LCYD =/4BYD — /ZBYC
=/LAYC — 4BYC = LAY B = 60°.

Stad rzeczywiscie ZCY D = 60°, a to w polaczeniu z réwnoscig C'Y = DY oznacza, ze
tréjkat CY D jest réwnoboczny.

2. Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej n liczba (n + 1)™ — 1 jest podzielna

przez n?.

ROzWIAZANIE. Skorzystajmy ze wzoru na réznice n-tych poteg:
n+1D)"—1=m+1)"-1"=n((n+ D" 1+ n+D"2+. .. +(n+1)+1).

Wystarczy zatem udowodnié, ze (n 4+ 1)" ' + (n+ 1)" 2 4 ... + (n + 1) + 1 jest liczba
podzielng przez n. Dla dowolnej nieujemnej liczby calkowitej k liczba (n + 1)* daje reszte

1 przy dzieleniu przez n. Zatem suma n kolejnych naturalnych poteg liczby n + 1 jest

podzielna przez n. Stad liczba (n + 1)" — 1 jest podzielna przez n?.

3. Dla jakich dodatnich liczb catkowitych n mozemy rozbié¢ zbiér utamkéw

{1 2 n—l}
50 3 o T

na takie dwa rozlaczne podzbiory, ze iloczyny elementéw tych podzbioréw sa rowne?

ROZWIAZANIE. Zalézmy, ze dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n mozemy dokonaé
rozbicia zbioru utamkéw opisanego w zadaniu. Jezeli oznaczymy wspélna wartosé iloczynu
elementéw tych podzbioréow jako A, to uzyskamy réwnosé

1 2 n—1 1

A== . 2. . S
2 3 7 n n

Zauwazmy, ze A jest liczba wymierna, gdyz iloczyn liczb wymiernych jest liczba wymierna.
Warunek A = ﬁ oznacza wiec, ze liczba n jest kwadratem liczby catkowitej. Wykazemy,
ze dla kazdego kwadratu zadane rozbicie jest mozliwe.
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Niech n = k?, wéwczas poszukiwanym przez nas rozbiciem jest:

{1 2 kl} ora { ko k+1 nl}

2, 3, ,71{: raz 7]{3%—177]{3—}-27 ey n s

gdyz
12 k=1 1 1 n  k k+1 n—1
2 3 k- k o n  k+1 k+2 7 n

. Dany jest kwadrat ABCD o boku 3. Na odcinkach AB i AD leza odpowiednio takie
punkty F i F, ze AE = AF = 2. Wyznacz dlugosé cieciwy okregu opisanego na tréjkacie
AEF zawartej w prostej BD.

RoOzwWIAZANIE. Oznaczmy te cieciwe jako XY, przyjmujac BX < BY. Niech punkt Z
bedzie $rodkiem odcinka EF, a punkt T — obrazem punktu Z w symetrii wzgledem
prostej BD.

Zauwazmy, ze punkt Z jest érodkiem okregu opisanego na trdjkacie AEF, jako Srodek
przeciwprostokatnej. Co wigcej, trojkaty AEF oraz ABD sa prostokatne réwnoramienne,
wiec proste EF oraz BD sa réwnolegle. Stad wynika, ze punkty A, Z, T leza na prostej
prostopadtej do prostej BD.

Srodek odcinka ZT lezy na prostej BD, z czego wynika, ze AZ = ZT i punkt T lezy
na okregu opisanym na tréjkacie AEF. Zatem mamy réownosci ZX = ZT = ZY, oraz
poprzez symetrie YT = 2Y = ZX = XT.

W konsekwencji trojkaty ZXT i ZYT sa przystajacymi tréjkatami réwnobocznymi o
boku réwnym promieniowi okregu. Cieciwa XY ma dhugosé réwna dwukrotnosci wysokosci

kazdego (dowolnego) z tych tréjkatéw. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, uzyskujemy
AE? + AF? = EF?, czyli EF = 2v/2, wiec promien okregu wynosi v/2. Stad

XY:2~%2¢3:V6

12



