KONKURS ZADANIOWY - grupa mlodsza. Dzien pierwszy!

1. Trzech panéw posadzono na krzestach jednego za drugim. Trzeci widzi dwéch przed soba,
a drugi jednego. Sposrdd pieciu kapeluszy (3 czerwone, 2 biale) zalozono kazdemu jeden,
ale zaden z nich nie wie, jaki jego kapelusz ma kolor, natomiast widzi jakie kapelusze maja
panowie siedzacy przed nim. Na pytanie: jaki kapelusz masz na glowie, trzeci moéwi — nie
wiem, drugi — nie wiem, a pierwszy, po tamtych odpowiedziach, podaje prawidtowy kolor
swojego kapelusza. Jaki to kolor, i dlaczego?

ROzWIAZANIE. Skoro trzeci pan nie wie jaki ma kapelusz, to dwoch siedzacych przed nim
panéw nie moze mie¢ bialego kapelusza (trzeci musialby mie¢ wtedy kapelusz czerwony).
Drugi pan wie zatem, ze on i pierwszy pan maja albo réznego koloru kapelusze, albo ka-
pelusze czerwone. Gdyby zobaczyl u pierwszego kapelusz bialty, to wiedzialby, ze sam ma
kapelusz czerwony. Skoro widzac kapelusz pierwszego pana nie wie jaki ma kapelusz, to
oznacza, ze pierwszy pan ma kapelusz czerwony.

2. Liczbe czterocyfrowg n pomnozono przez 9, w wyniku czego otrzymano liczbe czterocy-
frowa zapisang za pomoca tych samych cyfr w odwrotnej kolejnosci. Wyznacz n.

RozwiAzANIE. Niech
n = 1000a + 1000 + 10c 4+ d, 9n = 1000d + 100c + 10b + a

gdzie a,b, c,d sg cyframi. Zauwazmy, ze n < 1111. W przeciwnym bowiem razie 9n jest
liczba pieciocyfrowa. W szczegdlnosdci a = 1. Stad d = 9. Mamy zatem:

9n =9 - 1bc9 = 9(1000 + 100b + 10c 4 9) = 9000 + 100c + 10b + 1 = 9Ycb1,

co daje
900b 4 90c = 100c + 80 + 100,
a dalej:
890b 4 80 = 10c.
Jedli b #£ 0, to powyzsza réwnosé nie zachodzi dla zadnej cyfry c. A zatem b = 0 i stad
tatwo dostajemy ¢ = 8. Teraz bezposrednio sprawdzamy, ze 9 - 1089 = 9801.

3. Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze liczby
ab+bc, bc+ca, ca+ab
sg dodatnie. Udowodnij, ze liczby a, b, c maja jednakowy znak, tzn. wszystkie sa dodatnie

lub wszystkie sa ujemne.

RozwiAzZANIE. Mozemy przyjaé, ze a < b < ¢, bowiem rola tych liczb jest symetryczna.
Zauwazmy tez, ze zadna z nich nie jest réwna 0. Gdyby liczby te nie byly tego samego
znaku, to musialby zachodzi¢ jeden z dwéch przypadkow:

e 0<0,b<0,c>0
e a<0,b>0,c>0.

W pierwszym jednak przypadku, liczba ca + ab = a(c + b) jest iloczynem liczby ujemnej
oraz sumy liczb dodatnich. Jest to zatem liczba ujemna, wbrew zatozeniu. W drugim
natomiast przypadku, liczba bc+ ca = ¢(b+ a) jest iloczynem liczby dodatniej oraz sumy
dwdch liczb ujemnych, a zatem ponownie jest — wbhrew zatozeniu — liczba ujemna. Widzimy
zatem, ze rzeczywiscie liczby a, b, c musza by¢ tego samego znaku.

!Sporo zadan oraz rozwiazan pochodzi z ksigzki Kolo matematyczne w gimnazjum, wydawnictwa Aksjomat.



4. Dany jest rownolegtobok ABCD oraz punkt E nalezacy do boku BC. Przez punkt D
prowadzimy prosta k réwnolegta do prostej AE. Na prostej k obieramy takie punkty
K, L, ze czworokat AEK L jest réwnoleglobokiem. Udowodnij, ze [ABCD] = [AEK L).

Uwaga: [F] oznacza pole figury F.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze niezaleznie od wyboru punktéw K, L na prostej k pole
rownolegtoboku AEK L réwne jest dlugosci podstawy AFE oraz odleglosci prostej AE
oraz prostej k. Mozemy zatem zaktadaé, ze punkt D lezy pomiedzy wierzchotkami K, L,
jak na rysunku ponizej.

A B

Rozwazmy tréojkat AED. Jego pole jest rowne polowie pola rownolegloboku AEK L, po-
niewaz podobnie jak ten réwnolegtobok, tréjkat AED ma podstawe AE oraz wysoko$é
réwna ogdleglosci (réwnoleglych) prostych AE oraz K. Z drugiej strony, [AED] = [ABD],
poniewaz trojkaty AED oraz ABD maja wspo6lna podstawe oraz wysoko$é (odlegltosé po-
miedzy prostymi AD oraz BC. Oczywiscie [ABC] = 1]JABCD, a zatem pole tréjkata
AED réwne jest zaréwno potowie [ABC D], jak i polowie [AEK L.

KONKURS ZADANIOWY - grupa mtodsza. Dzien drugi.

1. Ktora z liczb jest wieksza 3190 — 2150 ¢zy 350 4 2757

RozwiazANIE. Wiadomo, ze
3100 _ o150 _ (350)2 B (275)2 — (3% — 275)(3%0 4 27,

Wystarczy zatem stwierdzié, ze 3°0 — 27 > 1. Widaé¢ to natychmiast po zamianie postaw

350 _ 975 _ ¢25 _ 25

2. Znajdz wszystkie liczby catkowite n takie, ze

omn + 2
2n+3

jest liczba catkowita.
ROZWIAZANIE. Zapiszmy odpowiednio dwukrotnosé utamka rozwazanego w zadaniu:
10n+4 10n+15-11 5 11
2n+3 2n+3 2n+3
Widzimy, ze powyzsza rdznica jest liczba catkowita tylko, gdy liczba 2n + 3 réwna jest
+1 lub 411, a wiec dla n = —7,—2, —1, 4. Podstawiajac te liczby do wyjsciowego utamka
widzimy, ze sa to jedyne wartosci, dla ktérych przyjmuje on wartosé catkowita.




3. W tréjkacie rownobocznym ABC poprowadzono wysoko$é BD i na przedtuzeniu tej wy-
sokosci odtozono punkt K taki, ze BK = AC. Punkt K polaczono z punktami A i C.
Jaka miare ma kat AKC?

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze punkt K lezy na okregu o $rodku w punkcie B i promieniu
rownym dlugosci bokéw tréjkata ABC. Przedluzenie wysokosci tréjkata ABC poprowa-
dzonej z punktu B przecina ten okrag w dwéch punktach, ktore oznaczylidémy jako K oraz
K'.

Zauwazmy, ze rOwniez punkty A, C lezg na wspomnianym okregu. Oznacza to, ze L AK'C
jest katem wpisanym opartym na huku AC. Katem érodkowym opartym na tym huku jest
£ABC, czyli kat o mierze 60°. A zatem £AK'C = 30°. Skoro czworokat AKCK' jest
wpisany w okrag i katy AKC oraz AK'C sg przeciwlegle, to L AKC = 180° — 30° = 150°.

4. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z dwoéch koloréw. Uzasadnij, ze na tej
plaszczyznie istnieje prostokat, ktorego wierzchotki sa tego samego koloru.

RozwiAzANIE. Rozwazmy ukltad 3 réwnoleglych prostych, ktore przecina uktad 9 prosto-
padlych do nich prostych réwnoleglych, jak na rysunku ponizej.

Proste te wyznaczaja uktad 27 punktéw przecigcia. Twierdzimy, ze pewne cztery z nich,
bedace wierzchotkami prostokata, sa jednoczes$nie tego samgo koloru. Zauwazmy, ze dla
kazdej pionowej prostej trzy znajdujace sie na niej punkty przeciecia (z prostymi pozio-
mymi) mozna pomalowaé jedynie na osiem réznych sposobéw, patrzac kolejno ,,od gory”.
Rzeczywiscie, kazdy z trzech punktéw mozna niezaleznie pomalowaé¢ na jeden z dwdch
koloréw, a wiec jest 8 mozliwych konfiguracji. Oznacza to, ze kolorowanie trzech punktow
na ostatniej, dziewiatej prostej, jest takie same, jak kolorowanie trzech punktow przeciecia
na jednej z poprzednich 8 pionowych prostych. Skoro za$ z trzech punktéw przeciecia na
pionowej prostej dwa sa w tym samym kolorze — te dwa punkty oraz odpowiadajace im
punkty na prostej o tym samym kolorowaniu tworza wierzchotki szukanego prostokata.



KONKURS ZADANIOWY - grupa mlodsza. Dzien trzeci.

1. W kratki tablicy 4 x 4 wpisano 6 jedynek. Czy niezaleznie od rozmieszczenia tych jedynek,
mozna skresdli¢ dwa wiersze i dwie kolumny pozostawiajac puste kratki?

ROzwIAZANIE. Odpowiedz brzmi: tak. Tablica ma 4 wiersze, a jedynek jest 6. Mamy
zatem przypadki:w jednym wierszu sg trzy lub cztery jedynki lun w dwéch wierszach
sa po dwie jedynki. W obu przypadkach skrestamy te wiersze, w ktérych jest wiecej niz
jedna jedynka. W pierwszym przypadku moze tej dojsé skreslenie wiersza z jedna jedynka.
Pozostaja do skreslenia maksymalnie dwie jedynki, skre§lamy wiec kolumny, w ktérych
wystepuja.

2. Uzasadnij, ze:
1 n 1 n 1 T 1 < 99
22 732 42 771002 T 100°

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze dla naturalnego n > 1 mamy:

1 - 1

n?2 " (n—1)n
W szczegblnoéci mamy 2% + 3% + 4% + ...+ ﬁ < 1—12 + 2—13 + ...+ m. Zauwazmy
rowniez, ze dla kazdego naturalnego n > 1 mamy:

1
(n—1)n n—-1 n
A zatem
1+1+ +99_1 1+1 1+1 1Jr +1 1+1 I 99
1-2 2.3 777100 2 2 3 3 4 7798 99 99 100 100

3. Dodatnia liczbe catkowity nazwiemy piekna, jesli mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu
dwoch réznych liczb pierwszych. Wyznacz najwigksza liczbe catkowita n taka, ze istnieje
n kolejnych dodatnich liczb catkowitych takich, ze kazda z nich jest piekna.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze kazda liczba podzielna przez 4 nie jest pickna, bowiem w jej
rozkladzie na cynniki pierwsze wystepuja dwie takie same liczby pierwsze. A zatem n < 3.
Zauwazmy tez, ze liczby 33 =3-11,34 =2-17,35 =5 -7 sg pickne. A zatem n = 3.

4. Okrag o1 jest styczny do przedtuzen bokéw AB i BC oraz do boku AC w punkcie F, za$
okrag o9 jest styczny do przedhuzen bokéow AB i AC oraz do boku BC w punkcie D —
patrz rysunek ponizej. Pokaz, ze |BD| = |AE].

RozwiAzANIE. Niech E' oraz D’ beda punktami stycznosci okregéw o1 oraz oy z prosta
AB. Zgodnie z twierdzeniem z wykladu AE = AE' oraz BD = BD'. Co wigcej wiadomo,
ze odleglosci AD' oraz BE' sg réwne polowie obwodu tréjkata ABC. Stad AE = BD.



KONKURS ZADANIOWY - grupa starsza. Dzien pierwszy.

1. Czy istnieja dodatnie liczby catkowite x, y, z spelniajace rownanie:

(x 4+ y)(y + 2)(z + z) = 3407

RozwiAzZANIE. Takie liczby nie istnieja. W przeciwnym razie x + y,y + 2z, z + « bylyby
dzielnikami liczby 340. Jakie by to mogtly dzielniki? Zauwazmy, ze jesli dowolne dwie z liczb
x+vy,y+z,x+ 2 sa parzyste, to rowniez trzecia jest parzysta, na przyklad jesli parzyste sa
x4y oraz x+ z, to liczba (x+y) — (x4 2) + 2z = y+ 2 jest parzysta jako suma trzech liczb
parzystych. Gdyby jednak wszystkie liczby x + v,y + 2, 2 + « byly parzyste, woéwczas 340
bytoby podzielne przez 8, co jest niemozliwe. A zatem dokladnie jedna z nich jest parzysta.

Mamy 340 =4 -5-17, Mamy tez x,y, z > 0, wiec jedna z rozwazanych sum jest rowna 4,
druga 5, a trzecia 17. To jest jednak niemozliwe, bo jesli np. x +y =4, y + z = 5 oraz
z4+x=17t0x <4,y <5 oraz ¢ + z < 17. Ogdlnie dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢
liczby a + b, a + ¢,b + ¢ sa dtugosciami bokéw trojkata (spelniaja nieréwnosé trojkata).

2. Dany jest réwnolegtobok ABCD. Punkt O lezy na przekatnej BD i wewnatrz trdjkata
ACD. Pokaz, ze [OAB] = [OAC] + [OAD].

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze po dodatniu do stron réwnosci [OAB] = [OAC] + [OAD)]
liczby [OAD] otrzymamy [ABD] = [OAC| 4 2[0AD]. Zauwazmy tez, ze

[ABD)] = %[ABC’D] — [ACD],
a wiec wystarczy pokazaé, ze [ACD] = [OAC] + 2]|0AD], czyli (po odjeciu [OAC] do

pokazania jest réwnos¢ [OAD] + [DOC| = 2[0AD], czyli [DOC| = [OAD]. Tréjkaty te
maja jednak wspolna podstawg i rowne wysoko$ci, czyli maja réwne pola.

3. Liczby a,b, ¢ sa dodatnie. Wykaz, ze

a b c

a1 @rD)o+D) T ar Db Dern &

RozwiAZANIE. Po sprowadzeniu lewej strony do wspoélnego mianownika mamy:

alb+1)(c+1)+blc+1)+c  ab+1)(c+1)+O+1)(c+1)-1 (a+1)(b+1)(c+1)—1

(a+1)(b+1)(c+1) B (a+1)(b+1)(c+1)  (a+ Db+ 1D)(c+1) <1

4. Rozstrzygnij, czy szachownice rozmiaru 27 x 27 z usunietym naroznym polem mozna
pokry¢ klockami o wymiarach 1 x 4.



KONKURS ZADANIOWY - grupa starsza. Dzien drugi.

1. Rozwiaz uktad rownan
zy+xr+y =380
yz+y—+z =80.
zx+z+x =80

RozwiazANIE. Dodajac do stron réwnan liczbe 1 dostajemy uklad rownowazny:

(z+1)(y+1) =81
(y+1)(z2+1) =381.
(z+1)(z+1) =81

Wynika z niego natychmiast, ze x,y, z nie sa réwne —1 (iloczyn zera i dowolnej liczby jest
zerem). Oznacza to w szczegblnosci, ze:

81 81 81

phl= | y4l= o ppl=
yr1 Y 2+l y+1

Latwo stad widzieé, ze x = y = z. A zatem wyjéciowe réwnanie przybiera forme:
2% 422 — 80 = (2 + 10)(z — 8) = 0.
Uktad ma zatem rozwiazania (z,y, z) = (—10,—10,—10) oraz (z,y, z) = (8,8, 8).

2. Czy mozna kwadrat o wymiarach 10 x 10 pokry¢ prostokatami o wymiarach 4 x 17

RozwiAZANIE. Nie jest to mozliwe. Potrafkujmy nasza szacownice jako szachownice 5 x 5
ztozong z blokéw 2 x 2. Kolorujemy te bloki naprzemiennie na pomaranczowo i biato:

Gdyby opisane kolorowanie bylo mozliwe, kazdy z 25 prostokatéw 4 x 1 pokrywajacych
kwadrat 10 x 10 zawieratby po 2 pola biate i dwa pomaranczowe. To by oznaczalo, ze pol
w tych kolorach jest tacznie tyle samo. Nie jest to jednak prawda — co tatwo policzy¢.

3. Wykaz, 7ze nie istnieja dodatnie liczby catkowite x, v, z, dla ktorych 2z2 + 5y = 22.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze jesli liczby x, y, z maja wspélny dzielnik d, to réwniez trdjka
2,4, % jest rozwigzaniem powyzszego rownania. Zatézmy wiec dalej, ze istnieje rozwiaza-
nie rénania wyzej — takie jednak, ze liczby x,y, z nie maja wspélnego dzielnika.



Skorzystamy z tego, ze przy dzieleniu przez 5 kwadrat liczby naturalnej daje reszty 0, 1,4
(mozna to sprawdzi¢ bezposrednio podnoszac do kwadratu wyrazenia 5k + r, dla r =
0,1,2,3,4). To oznacza, ze przy dzieleniu przez 5 liczba 222 + 5y? daje zawsze reszty 0,2
lub 3. Tymczasem 22 daje przy dzieleniu przez 5 reszte 0 lub 1. A zatem jesli rozwigzanie
réwnania wyzej istnieje, to 22 dzieli sie przez 5, a takze 222 + 5y? dzieli sie przez 5. To
oznacza, ze x oraz z sa podzielne przez 5, a 5y? = 22 —2x? jest podzielna przez 25. A zatem
5 jest rowniez dzielnikiem y. Doszlidmy do sprzecznodci z zalozeniem, ze liczby x,y, z sa
wzglednie pierwsze.

. W czworokacie wypuktym ABCD katy przy wierzchotkach B i D sg proste. Przekatne
przecinaja sie w punkcie E. Prosta prostopadta do AC przechodzaca przez punkt E prze-
cina proste AB i AD w punktach, odpowiednio, K i L. Udowodnij, ze punkty B, D, K, L
leza na jednym okregu.

https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/2016/12/30/2017-01-delta-K44-M.
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. Uzasadnij, ze jedli a, b, c sa dodatnie i a < b, to

a—+c S a
b+c b
ROZWIAZANIE. Przeksztatcamy nieréwnoéé¢ do postaci réwnowaznych gT"’g — % > 0. Mamy

dalej:

atc a_(atcb—alb+c) abt+bc—ab—ac c(b—a)

b+ec b b(b+ c) N b(b+ c) b(b+c)
7 zalozenia b — a > 0, zatem uzyskane wyrazenie jest dodatnie.

. Wykaz, Ze nie istnieja dodatnie liczby catkowite x, y, z, dla ktérych (3z+4y)(4dx+5y) = 7~.

ROzZWIAZANIE. (OM, 65, I etap) Przypu$émy, ze dodatnie liczby catkowite x, y, z spelniaja
dang rownosé. Poniewaz liczba 7 jest jedynym dzielnikiem pierwszym prawej strony, wiec:

3x4+4y=7" oraz 4dx+5y="1",

dla pewnych nieujemnych liczb catkowitych a,b o sumie réwnej x. Nieréwnoéé¢ 3x + 4y <
4x 4+ 5y pociaga za soba zwiazek a < b. Wobec tego b > a + 1, skad:

Ao +5y="7">7-7" =73z + 4y) = 21z + 28y > 4z + by.
UzyskaliSmy sprzecznos¢, ktéra dowodzi tezy zadania.

. Sto 0s6b usiadlo w rownych odstepach przy okraglym, obrotowym stole. Kazda z oséb
zamoéwilta deser, przy czym 51 os6b zamoéwilo deser Smietankowy, a 49 oséb — deser cze-
koladowy. Przed kazda z os6b postawiono desery o smaku niekoniecznie zgodnym z jej
zaméwieniem, przy czym podano 51 deseréw Smietankowych i 49 deseréw czekoladowych.
Pokaz, ze mozna tak obroci¢ stotem, aby co najmniej 52 osoby otrzymaly swoje zamowie-
nie.

. Okregi 01 i 09, styczne do pewnej prostej odpowiednio w punktach A i B, przecinaja sie
w punktach X 1Y, przy czym punkt X lezy blizej prostej AB niz punkt Y. Prosta AX
przecina okrag oo w punkcie P réznym od X. Styczna do okregu oo w punkcie P przecina
prosta AB w punkcie Q). Wykaz, ze /XY B = /ZBY Q.

pdf



