GAL I Kolokwium drugie, 25 stycznia 2024

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié.
e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu
osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania.

Zadanie 1. Dane sa podprzestrzenie przestrzeni liniowej R* postaci V; = lin((1,2,2,1), (1,1, —1,t)) oraz
W = {($1,1‘2,l‘3,$4) S R4 L X1 — T = 0,33‘3 — Xy = 0}.

(10 p.) Znajdz wymiar podprzestrzeni V; + W oraz V; N W w zaleznosci od parametru ¢.

(10 p.) Dla t = 1 niech ¢ : R* — R?* bedzie rzutem na Vi wzdtuz W. Oblicz ¢((2,3,4,1)).

Zadanie 2. Niech A = ((2,1,2),(1,1,0),(-2,-2,1)) oraz B = ((1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)) beda bazami
przestrzeni liniowej R3. Niech ¢ : R?® — R3 oraz 9 : R® — R3 beda przeksztalceniami liniowymi takimi,
ze

1 1 1 1 2 -1
Mg=1 10, ME=|1 0 1].
1 0 1 -2 1 2

(5 p.) Znajdz wspélrzedne wektora ¢((—1,—2,3)) w bazie A.
(5 p.) Znajdz baze podprzestrzeni ker(¢p).

(10 p.) Znajdz wzér przeksztalcenia liniowego v o .

Zadanie 3. W ponizszym zadaniu wszystkie macierze maja wspétczynniki rzeczywiste.

y 0 =z
(10 p.) Niech X = [ 0 1 0 |.Dlajakich z,y € R macierz X jest odwracalna?
z 0 y

Dla kazdej wskazanej pary x,y znajdz X 1.
(10 p.) Oblicz wyznacznik macierzy A, € M,(R) postaci

0 1 1 1 11
1 0 1 1 11
1 -1 0 1 11

A, = |1 -1 -1 0 11
1 -1 -1 -1 ... 0 1
1 -1 -1 -1 ... =1 0

Zadanie 4. (10 p.) Niech ¢ : V' — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Wykaz, ze nastepujace warunki
sg réwnowazne:

(a) przeksztalcenie ¢ jest monomorfizmem i epimorfizmem,

(b) istnieje takie przeksztalcenie liniowe ¢ : W — V| ze ¢ o ¢ = idy oraz ¢ o b = idyy.

Zadanie 5. Niech V bedzie skofniczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad ciatem K, takim ze 141 # 0.
Niech ¢ : V — V oraz ¢ : V — V beda przeksztalceniami liniowymi.

(10 p.) Wykaz, ze jesli v € ker(¢ + ), to ¢(v) € im ¢ Nim. Udowodnij, ze jadro przeksztalcenia linio-
wego f : ker(¢ + 1) — im ¢ Nim danego wzorem f(v) = ¢(v) réwne jest ker ¢ N ker ).

(10 p.) Uzasadnij, ze dimker(¢ 4+ ) < dim(ker ¢ Nker ) + dim(im ¢ N im)). Wskaz pare niezerowych
przeksztatcen liniowych ¢, ¢, dla ktérych powyzsza nieréwnoéé jest réwnodcia.
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Podpisaé niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 6. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania (6 x 5 p.):

1. Czy funkcja ¢ : C> — C dana wzorem ¢(z1,22) = Z1 — 22 jest przeksztalceniem liniowym przestrzeni
liniowych nad cialem liczb zespolonych?

2. Niech A € Myx4(R) bedzie macierza przeksztalcenia liniowego ¢ : V. — W w pewnych bazach
przestrzeni liniowych V oraz W. Niech dimker ¢ = 2. Wyznacz dim im ¢.

3. Dana jest macierz kwadratowa X € Mis5(Q), taka ze X? = XT. Czy wynika z tego, ze X jest macierza
identycznosciowa lub zerowa? Jakie sa mozliwe wartosci det X7
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Zadanie 6 (c.d.)
4. Niech ¢ : R? — R3? bedzie przeksztatceniem liniowym oraz niech X = (a1, az,a3), Y = (a3, a9, 1)
beda bazami przestrzeni liniowej R3. Czy istnieje taka macierz T € M3(R), ze M (p)x =T - M(gp)% -T?

5. Niech A = {ay, ...,an}, B = {01, ..., OB} beda bazami przestrzeni liniowej K". Macierz
[ﬁl 62 ﬂn | a1 g ... an} S Mn><2n(K)7

ktérej kolejne kolumny réwne sa (1, B2, . .., Bn, a1, Q3, ..., &, sprowadzamy za pomoca operacji na wier-
szach do macierzy [ I,, | C . Czy C = M(id)5?

6. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, a W — jej podprzestrzenia, przy czym dimV = 10,dim W = 4.
Wyznacz wymiar podprzestrzeni przestrzeni liniowej L(V, V') zlozonej z takich f : V — V', ze f(W) C W.



