GAL2* Lato 2021/2022
EGZAMIN PISEMNY, czesé 1 20.06.2022

Na ta cze$¢ maja Panstwo 50 minut. Odpowiadajac prosze podaé uzasadnienie wraz ze stosownymi
obliczeniami. Odpowiedz bez poprawnego uzasadnienia lub obliczen nie bedzie zaliczona.

Pytanie 1 (10pkt) Przestrzen afiniczna A3 = R® rozpatrujemy ze standardowa struktura afinicznej
przestrzeni euklidesowej. Czy istnieje izometria f : R® — R? taka, ze wielomian charakterystyczny
pochodnej przeksztalcenia f jest réowny —a® — 22 — x — 1 oraz £((0,0,0)) = (1,0,—1) i f((1,1,0)) =
(2,1,-1)?

Odpowiedz i uzasadnienie:

Pytanie 2 (10pkt) Cazy istnieje przeksztalcenie rzutowe plaszczyzny Fano przeksztalcajace wyrdznione
na czarno cztery punkty w sposéb podany ponizej?

Odpowiedz i uzasadnienie:

Pytanie 3 (10opkt) Czy powierzchnia V(223 — 23 + x3) C R? jest prostokredlna?

Odpowiedz i uzasadnienie:



Pytanie 4 (10pkt) Rozpatrzmy R* ze standardowa struktura przestrzeni euklidesowej i orientacja zadana
przez standardowa baze ortonormalna. Niech «; = (1,1,0,0), as = (0,1,1,0), a3 = (0,0,1,1). Policz
iloczyn wektorowy a; X as X as.

Odpowiedz i obliczenia:

Pytanie 5 (10pkt) Zalézmy, ze endomorfizm ¢ € End(R3) zadany jest w standardowej bazie macierza

1 2 0
0 2 0
0 0 -1

Czy istnieje iloczyn skalarny na R3, dla ktérego endomorfizm ¢ jest samosprzezony?

Odpowiedz i uzasadnienie:

Pytanie 6 (10pkt) Niech V bedzie przestrzenig wektorowa nad cialem K charakterystyki # 2 z baza
.. 2 .
a1, g, a3, 4. Rozstrzygnij czy tensor a; A ag + ag Aoy € /\ V' jest prosty.

Odpowiedz i uzasadnienie:




GAL2* Lato 2021/2022
EGZAMIN PISEMNY, czes$é 11 20.06.2022

Na ta cze$¢ majg Panstwo 3 godziny. Rozwigzania zadan prosze spisa¢ na osobnych kartkach. Prosze
pamietaé o przedstawieniu obliczen, wraz z wyjasnieniami co sie liczy, oraz podawaniu uzasadnien do
przedstawianych tez. Odwolania do twierdzen lub lematéw powinny byé¢ przedstawione w sposob jasny,
z podaniem nazwy faktu, do ktorego sie odwolujemy.

Zadanie 1 (25pkt) Niech f: A2 — A2 bedzie przeksztalceniem afinicznym takim, ze

f22) =331, fBA=0[63],  f[1,5]=10,4].

Znalez¢ punkty stale i proste niezmiennicze przeksztalcenia f.

Zadanie 2 (25pkt) Sprawdz, ze przeksztalcenie R? dane wzorem
f([$7yaz]): 7+7—*+1,—7—|——+77i_,+7+2

jest izometria afiniczna. Pokaz, ze pochodna T'(f) jest obrotem. Udowodnij, ze przeksztalcenie f jest
ztozeniem obrotu i przesuniecia wzdtuz osi tego obrotu; podaj wektor przesuniecia i 0§ obrotu.

Zadanie 3 (25pkt) Niech 3 ~ R? bedzie przestrzenia urojonych kwaternionéw ze standardows baza
i, j, £ spelniajaca relacje i? =2 = €2 =1i-j-£ = —1.

&

) takie, ze p(i) =), ¢(j) = &, p(¥) = i. Znajdz kwaternion u € H
) = uhu~'. Czy kwaternion u jest wyznaczony jednoznacznie?

(a) Dane jest przeksztalcenie ¢ € Aut(
taki, ze dla kazdego h € & mamy ¢

—~
>

(b) Dane jest przeksztalcenie ¢ € Aut(S) takie, ze ¥(i) = j, ¥(j) = i, ¥(¥) = t. Czy istnieje kwaternion
u € H taki, ze dla dowolnego h € § mamy 9 (h) = uhu=1?

—~

Zadanie 4 (25pkt) W rozwiazaniu punktu (b) wykorzystaj obliczenia z punktu (a); podaj odpowiednie
wyjasnienie.

(a) Rozpatrzmy macierz 2 x 2 o wspélczynnikach zespolonych

1 [1+i —1+i}

A=g 114 1-q

Pokaz, ze A € SU(2), znajdz wartosci wlasne i wektory wlasne A.

(b) Niech ¢ : R* — R* bedzie endomorfizmem zadanym w bazie standardowej nastepujaca macierza

1 -1 -1 -1
1 |1 1 1 -1
211 -1 1 1

1 1 -1 1

Sprawdz, ze ¢ jest izometria przestrzeni R* ze standardowym produktem skalarnym i nastepnie, korzy-
stajac z poprzedniej czeéci, pokaz rozklad p-niezmienniczy na przestrzenie wymiaru dwa R* = V; @ Vs,
takie ze oy, : V; — V; jest obrotem dla i = 1, 2. Podaj bazy podprzestrzeni V;. OdpowiedZ uzasadnij.



Zadanie 5 (40pkt) Niech n > 1 bedzie liczba naturalna. Rozwazamy przestrzen liniowa V' = R" ze
standardowym iloczynem skalarnym i standardowa baza ortonormalng ey, es,...e,. lloczyn skalarny
wektoréw v,w € V jest oznaczany przez (v,w). Niech f : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym

takim, ze
€41 — €4 le:].,2,n—].
f(ei)—{ " .
e1— €n ifi=n.

Niech A = f* o f, gdzie f* jest przeksztalceniem sprzezonym do f, tzn. dla v,w € V mamy (f(v),w) =
(v, f*(w)).

(a) Dla kazdego n > 1 udowodnij, ze istnieje przeksztalcenie liniowe 7 : V' — V takie, ze
ToA=Aom, ToOmw =T
oraz obraz 7 jest réwny ker(A).
(b) Dla kazdego n > 1 udowodnij, ze wartosci wlasne A sg nieujemnymi liczbami rzeczywistymi.

(¢) Dla kazdego n > 1 udowodnij, ze ker(A) = ker(f) i znajdz baze ker(A).



