GAL IT* Kolokwium 2, 20 maja 2021

Uwaga: rozwiazania skladaja Panstwo tylko na Moodle.

Zadanie 1. (15p) W przestrzeni R* ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest podprzestrzen
W =lin((1,-1,0,0),(1,0,—1,0)).
Znajdz wzér na rzut prostopadly R* na W.

Znajdz obraz wektora (2,1,1,1) w symetrii prostopadiej wzgledem W.

Zadanie 2. (15p) Dane sa macierze A, B € M4(K) postaci:

0 0 21 01 00
0 01 2 1 0 00
A= 21 1 1}|° B= 0 0 01
1 2 11 0 010

Czy istnieje taka forma dwuliniowa h na przestrzeni K* oraz baza A przestrzeni K* taka, ze G(h, st) = A
oraz G(h, A) = B? Jedli baza A istnieje, wyznacz ja. OdpowiedZ uzaleznij od wlasnosci ciata K.
Zadanie 3. (15p) Dla podzbioréw Hy, Hy przestrzeni afinicznej R? definiujemy zbior:
H;={tp+ (1 —t)q|p € Hy,q € Hy,t € R}.
e Dla H; = (1,0,1) 4+ 1in((1,1,0)), H, = (1,1,2) + 1lin((1, 1,0)) znajdz réwnanie opisujace Hs.

e Dla Hy =(2,1,0)+1in((3,2,1)), H2 = (2,1,0) +1in((1, 1,4)) znajdz baze punktowa i uktad bazowy
przestrzeni Hs.

e Czy dla H; = (0,0,1) + 1lin((1,0,0)), H» = (1,0,0) + lin((0, 1,0)) zbiér Hs jest podprzestrzenia
afiniczna w R? Odpowiedz uzasadnij.
Zadanie 4. (15p) Niech A, B € M,,(R) beda macierzami symetrycznymi spelniajacymi réwnosé:
tr(A?B?) = tr((AB)?).
Wykaz, ze AB = BA.
Zadanie 5a. (5p) Zalézmy, ze W jest taka podprzestrzenia M, (K), ze tr(AB) = 0, dla wszystkich
A, B € W. Znajdz maksymalny mozliwy wymiar W.

Zadanie 5b. (5p) Pokaz, ze dla kazdej liczby nieparzystej d > 0 oraz dla kazdej liczby catkowitej n > 0
istnieje m € Z takie, ze liczba m? + 7 jest podzielna przez 2". Czy teza zachodzi réwniez dla d = 2?

Zadanie 5c. (5p) Niech A € M>(R) bedzie macierza symetryczna o $ladzie réwnym 0. Pokaz, ze istnieje
macierz ortogonalna @ € M(R) taka, ze macierz Q7 AQ ma same zera na przekatne;.

Zadanie 5d. (5p) Niech A, B € M, (R) beda macierzami symetrycznymi, ktérych wszystkie wartosci
wlasne sa wieksze niz 1. Pokaz, ze dla kazdej rzeczywistej wartosci wlasnej v macierzy AB mamy || > 1.

Zadanie 6. (20p) Rozwazmy izometrie ¢ przestrzeni euklidesowej (R, (,)) (nie znamy tego iloczynu)
dana w bazie standardowej macierza:

1 5 4 3 0
-5 1 3 -4 0
4 3 1 5 0
3 -4 -5 1 0

o 0 0 o0 -1
e Pokaz, ze ¢ nie jest ani symetria prostopadla, ani obrotem.
e Pokaz, ze ¢ mozna przedstawi¢ jako zlozenie trzech symetrii prostopadtych.
e Pokaz, ze jedli o jest izometrig przestrzeni euklidesowej V' wymiaru n taka, ze
dimker(c —id) = n — s,

to o nie mozna przedstawi¢ jako zlozenia mniej niz s symetrii prostopadlych wzgledem podprze-
strzeni wymiaréw n — 1 (takie symetrie prostopadle nazwaliSmy odbiciami).



