GAL IT* Kolokwium 1, 15 kwietnia 2021, rozwigzania i komentarze

Zadanie 1. (15p) Rozwazmy endomorfizm ¢ przestrzeni C* dany w bazie standardowej macierza:
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(5p) Wyznacz macierz ¢ w postaci Jordana.
(5p) Wyznacz A1,
(5p) Wyznacz dowolng macierz B taka, ze B? = A.

ROZWIAZANIE. Macierz A jest blokowo gérnotréjkatna i oczywiscie jej wielomian charakterystyczny to
(A2 +1)%2 = (x —i)%(z + 1) A zatem ¢ ma wartoéci wlasne i oraz —i. Mamy tez:
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co oznacza, ze 1(A —il) = 3, r(A —il) = 2. A zatem mamy jedna klatke Jordana rozmiaru 2 odpo-
wiadajaca wartosci wlasnej —i. Réwniez wartosci wlasnej ¢ odpowiada klatka rozmiaru 2. Czy umieja to
Panstwo pokazaé¢ bez wykonywania ponownych rachunkéw? Pierwsza cze$é rozwiazania jest zakonczona.

Druga i trzecia cze$é¢ zwykle wymagaja uzycia postaci Jordana (i co za tym idzie) wyznaczenia bazy.

Mozna bylo jednak tego uniknaé. Zauwazmy, ze ktadac: C = {_01 (1)} mamy A = [g é} oraz:
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Macierz C' to tymczasem macierz obrotu o 37/2, czyli jej setna potega to macierz obrotu o kat 1507,

czyli I. A nawet jedli nie widzieliémy tego obrotu, to widaé, ze C? = —I. Mamy wiec C%° = —C, czyli:
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Réwniez trzeci punkt robi si¢ teraz bardzo latwo. Trzeba tylko wpaéé na to, ze tak naprawde szukamy
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macierzy blokowych {X Y] o blokach X,Y € M5(C) takich, ze [X 0 C]’ czyli:

0 X 0 X
X?=0C, XY+YX=1I

Te réwnania mozna bez wigkszego trudu rozwiazaé. Wiedzac, ze C to macierz obrotu o 37/2 jest jasne,
ze jeden z jej pierwiastkow to macierz obrotu o 37 /4, ktéra ma postaé:

]

Mozna tez liczy¢ recznie; dla X = {(CL Z} mamy uktad: a®+bc = 0,ab+bd = 1,ac+cd = —1,bc+d? = 0.

Stad a? = d?. Nie moze byé a = —d, bo wtedy w drugim réwnaniu mamy 0 = 1. Czyli @ = d. Wtedy
uktad przybiera postaé: a? + be = 0,2ab = 1,2ac = —1, co natychmiast daje na przyktad (inna) postaé:

Teraz rozwiazujemy réownanie liniowe XY 4+ Y X = [ na wyrazy Y, dostajac (przy drugiej wersji X):
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Rozwiazanie jest zakonczone. A jesli przyjdzie nam do glowy korzystanie z postaci Jordana? Zapiszemy
A = C~1JC, gdzie J jest postacia Jordana A, zas C~! jest macierza majaca w kolumnie wektory bazy
Jordana. Wtedy A'00 = C—1J199C Trzeba zaczaé od wyznaczenia bazy Jordana. W skrécie, mamy:

ker(¢ —iid)? =1in((1,4,0,0),(0,0,1,9)), (¢ —iid)(0,0,1,d) = (1,4,0,0),
ker(¢ +iid)? = lin((1, —4,0,0), (0,0,1, —3)), (¢ +14id)(0,0,1, —3) = (1,—4,0,0).
A zatem po krétkich rachunkach:
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Teraz podnosimy do potegi 100 klatki Jordana Ji, Jo macierzy Jordana J endomorfizmu ¢, aby dalej
skorzystaé z zaleznosci:
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Nietrudno widzieé¢ (ten sam motyw, co przy potegach postaci blokowej A), ze:
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Jak znalezé teraz v/ A? Wystarczy znalezé v/J, bo wtedy VA = C~'\/JC. A zatem wystarczy w istocie
znalez¢ pierwiastki z klatek Jordana w J. Mozna to zrobi¢ recznie, albo wyznaczyé multyplikatywny
rozklad Jordana-Chevalleya (sic!) na iloczyn (przemienny!) macierzy diagonalnej i unipotentnej:

o A R

a dla czynnikéw latwo znalezé pierwiastki: czyli (dzigki przemiennosci!)
\/7 _ |6 0 1 —i/2
10 G 0 1|’
gdzie (g pierwiastek stopnia 8 z 1 postaci: v/2/2 + i1/2/2. Podobnie wyznaczamy:
7 — G 0] (1 4 /2
10 (s 0 1|
Ta postaé¢ w zupelnosci mi wystarczy, ale mozna tez wszystko pomnozyé i dostaé¢ postaé ().

* * *

KOMENTARZ. Struktura blokowa macierzy endomorfizmu, jesli ja dostrzezemy, ukazuje ukryta geometrie
przeksztalcenia. Twierdzenia klasyfikacyjne (typu Jordana) pokazuja jak musi wygladaé¢ geometria dowol-
nego endomorfizmu przestrzeni skonczonego wymiaru nad C, ale czasem warto spojrzeé¢ ,poza kanon”.
Po to wprowadziliSmy podprzestrzenie niezmiennicze i twierdzenia zwiazane z blokowo-diagonalnymi
formami kanonicznymi Jordana, Frobeniusa itd., aby mieli Panstwo przede wszystkim te mysl w glowie:
szukamy struktury blokowej, bo pozwala ona rozbi¢ skomplikowane przeksztalcenie ¢ na kilka prostszych
i nierzadko dzialajacych niemal niezaleznie od siebie (przy postaci blokowo-diagonalnej mamy rozklad
¢-niezmienniczy i na kazdej sktadowej niezmienniczej ¢ dziala niezaleznie od pozostatych tzn. zmieniajac
¢ tylko na tej podprzestrzeni nie wprowadzamy zadnych zmian w dzialaniu ¢ na pozostalych sktado-
wych). W zadaniu nie widaé¢ wprawdzie od razu sktadowych ¢-niezmienniczych (sa nimi podprzestrzenie
cykliczne Cy, Cy, w ktérych macierze ¢|¢, sa klatkami Jordana), ale w zamian dzialanie ¢ na lin(eq, €3)

oraz dzialanie przeksztalcenia indukowanego ¢ : V/lin(ey, €2) — V/lin(ey, €2) sa identyczne — sg to obroty.



Zadanie 2. (15p) Forma dwuliniowa h zadana jest na przestrzeni V = R? przy pomocy macierzy
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(9p) Wyznacz baze prostopadla przestrzeni (V, h). Czy (V, h) ma baze zlozona z wektoréw izotropowych?
(6p) Pokaz, ze sa dokladnie dwie podprzestrzenie calkowicie zdegenerowane wymiaru 2 w (V, h).

ROZWIAZANIE. Szukamy wektora nieizotropowego w V. Dostrzegamy go od razu widzac, ze na przekatnej
G (h, st) jest warto$¢ 4 = h(es, €2). Niech wiec pierwszy wektor szukanej bazy prostopadiej to v; = (0,1,0).

Zbioér wektoréw prostopadlych do vy postaci z1€1 + xoea + w3e3, gdzie st = (e1,¢€9,€3), opisany jest
warunkiem:
0 2 1 Iy
[0 1 O]~ 2 4 1| |x| & 221 +429 +23 =0.
1 1 0 I3

Zatem lin(vy)* = lin((1,0, —2), (0,1, —4)). Biorac vy = (1,0, —2) mamy h(va,ve) = —4 oraz lin(vy,vs)*
opisana jest réwnaniami: 2z + 429 + z3 = 0,—2z1 + x3 = 0, a wiec lin(vl,vg)L = lin(1, -1, 2).
Biorac vs = (1,—1, 2) dostajemy szukana baze prostopadla A = (v1, v, v3), w ktérej h ma macierz:

4 0 0
G(h,A)=|0 —4 0
0 0 0

Przestrzen V ma oczywiscie baze zlozong z wektoréw izotropowych. Patrzac na powyzsza postaé¢ diago-
nalna widaé¢ natychmiast, ze biorac uklad: B = (v; — v, v1 + v2, v3) mamy:
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Z postaci macierzy G(h,B) natychmiast odczytujemy dwie podprzestrzenie calkowicie zdegenerowane
wymiaru 2, czyli lin(vy 4+ vg,v3),lin(v; — vg, v3). Trzeba pokazaé, ze nie ma innych przestrzeni catkowicie
zdegenerowanych wymiaru 2. Majac baze prostopadla A = (v1,ve,v3) widzimy, ze wektor izotropowy
postaci av; + bvy + cvs spelia a? = b?, czyli @ = b lub a = —b. Rozwazmy dowolna podprzestrzen
catkowicie zdegenerowana U wymiaru 2. Twierdzimy, ze vs € U. Baza prostopadla tej przestrzeni zto-
zona, jest z pewnych wektoréw a’vy &+ a’ve + vz oraz a”’vy + a”’vy + ¢’vz, dla pewnych a’,a” # 0 oraz
d,c”. Odpowiednio skalujac mozna zatem przyjaé, ze o’ = a” = 1. Dodajac, lub odejmujac te wektory
i ponownie skalujac widzimy, ze w istocie nasza przestrzen calkowicie zdegenerowana ma postac:

. / 7/
U = lin(vy + va + vz, v1 — va + ¢'v3),

gdzie ¢ # ¢" (inaczej vy lub vq trafiaja do U, a one nie sa izotropowe). Zatem (¢’ — ¢")vs € U, czyli U
zawiera vs. Stad jednak jest jasne, ze v; + vy € U lub v1 — vy € U. A zatem, zgodnie z oczekiwaniami,
mozliwe sa tylko dwie dwuwymiarowe calkowicie zdegenerowane (podane wyzej). |

KOMENTARZ. Badajac formy dwuliniowe koncentrowaliSmy sie dotad zasadniczo na szukaniu bazy orto-
gonalnej oraz okreslaniu jakie elementy znalezé sie moga na przekatnej macierzy formy w takiej bazie.
Istotnym problemem jest réwniez okreslenie na ile destrukcyjna moze byé¢ dana forma, a wiec jaki jest
wymiar maksymalnej podprzestrzeni catkowicie zdegenerowanej. Liczbe te nazywa sie indeksem izotro-
pii przestrzeni dwuliniowej. Na ¢wiczeniach rozstrzygneliSmy ten problem dla form symetrycznych nad
Zs, co pozwolilo rozwiazaé¢ calkiem niebanalny problem FEwventown. Okazuje sie, ze dla niezdegenero-
wanej symetrycznej formy dwuliniowej nad cialem charakterystyki réznej od 2 wszystkie maksymalne
podprzestrzenie catkowicie zdegenerowane maja ten sam wymiar. Jak wyglada ogdlnie struktura takich
przestrzeni i ich polozenie w calej przestrzeni? Wiecej o tym powie nam tzw. rozktad Witta. Okazuje
sig, ze przestrzen dwuliniowa symetryczna mozna przedstawi¢ jako sume prosta trzech podprzestrzeni,
z ktérych dwie sa catkowicie zdegenerowane (w pewnym sensie bliZzniacze), a w na trzeciej — prostopadlej
do sumy poprzednich dziala tw. Jacobiego (tzw. przestrzenie anizotropowe, gdzie h(v,v) # 0, dla v # 0).



Zadanie 3. (15p) Niech a € R. Dla n > 1 formy h, zadane sa na przestrzeni R macierzami postaci:

a 1 0 ... 0 O

1 a 1 ... 0 O

01 a ... 0 0
G(hg, st) = )

0 00 ... a1

00 0 ... 1 af

(5p) Pokaz, ze dla a > 2 forma h, jest iloczynem skalarnym.
(5p) Znajdz sygnature formy hq.
(5p) Rozwaz przestrzen V = (K", h,), gdzie K — cialo. Pokaz, ze dla a # 1 mamy dim V+ < 1.

RozwiazaNiE. Niech A, = G(hy,st), dla h; : R x R® — R. Wystarczy sprawdzi¢ dla jakich a dla
dowolnego niezerowego wektora v € R™ mamy h,(v,v) > 0. Robimy to (niemal) wprost z definicji: niech
v=(v1,...,v,). Wtedy dla dowolnego a warto$é¢ h,(v,v) = vT A, v réwna jest:

a(Vi. . A2 F20109 20003+ . A20, _1U, = (a—2) (V4. . A02)Fvi - (v14ve) 2. A (V1) 402 > 0.
Jest wiec jasne, ze dla a > 2 forma h, jest iloczynem skalarnym. Mozna tez rozwiazac¢ ten punkt korzysta-
jac z kryterium Sylvestera, wyprowadzajac z rozwiniecia Laplace’a rekurencjel: |A,| = a|A,_1] —|An_2|.
Jesli chodzi o sygnature hq, to trzeba (chyba) nieco pokombinowaé, lub zgadnaé¢ rozklad:

1100 0] _

0 0 0 )
-1 1 -1 0 L0 00 1o 1 0 -1 .
0 0 1 0 01 11 0 0 -1 1 0 - .
1 -1 0 1 00 1 1 1 0 0 0 1
An73
Ins] 1o 00 1 Ins

Istotnie, wykonujemy operacje elementarne na wierszach i (analogiczne) operacje na kolumnach A,,:

110 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 O

111 0 O 001 0 0 0 01 0 O

01 11 O0fwezwr |0 1 1 1 Ok |0 1 1 1 0] wazwe

0 01 1 1 00 1 1 1 0 01 1 1

0 0 01 0 0 0 1 000 1
10 0 0 O 10 0 0 O 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
0 01 0 O 0010 O 0 -1 0 0 O 0 -1 0 0 O
001 1 1 0fk=k|01 10 0|w=ws o 1 10 0[k*t|0 0 1 0 0
00 0 1 1 00 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
0 0 01 0 0 0 1 0 0 0 1 " 0 0 01

n/3, n =0 (mod) 3,

W rezultacie 4,, = diag(1,—1,1, A,_3). Stad juz latwo dostajemy: s(hy) = {L 3+ 1 1.2 (mod) 3
n , n=1,2 (mod) 3.

W ostatnim punkcie badamy wektory, ktére sa prostopadle do wszystkich wektorow przestrzeni V' wzgle-
dem formy h,. Element v = (v1,vs,...,v,) nalezy do V+ wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadly do
kazdego wektora bazy standardowej przestrzeni K™. A zatem V= opisane jest jednorodnym uktadem:

avi + v =0,v1 +avg +v3=0,...,0,_ 20+ av,_1+v, =0,v,_1 +av, =0.

Wystarczy zatem pokazaé, na mocy tw. Kroneckera-Capellego, ze rzad macierzy A, = G(h,, st) tej formy
jest nie mniejszy niz n — 1. To jest jednak oczywiste, niezaleznie od ciala (i niezaleznie od a). |

* % %

KOMENTARZ. Znajdowanie sygnatury rzeczywistej symetrycznej macierzy tréjdiagonalnej to w ogdlnosci
problem bardzo trudny i wciaz aktualny (rzecz jasna gdy, jak wyzej, nie dziala twierdzenie Jacobiego).
Nawet badanie wartosci wlasnych takich macierzy nie jest wcale tatwe. Polecam opracowanie (Google it):
E. Ghys, A. Ranicki: Signatures in algebra, topology and dynamics (raczej tylko drugi rozdziat).

IDla macierzy tréjdiagonalnej T}, rozmiaru n X n, majacej na przekatnej wyraz a, nad przekatna: b, oraz pod przekatna;: ¢
mamy |Tn| = a|Th—1| — be|Tr—2|. Dla a = 1 oraz bc = —1 dostajemy Sami Wiemy Co. Jesli za$ przekatne nie sg stale, to...



Zadanie 4. (15p)
(2p) Udowodnij, ze dla macierzy X € My(K) nad cialem K mamy X2 — tr(X)X + det(X)I = 0.
(5p) Pokaz, ze det(X) = 0, gdzie X € M3(R) spelnia, dla pewnego calkowitego n > 2, réwnanie:

n n—2 __ 1 -1
cooes[1 5]

(8p) Pokaz, ze istnieje tylko jedna macierz X € My(Zs) taka, ze:

4 2
5 _
x=[t ]

ROzZWIAZANIE. Pierwsza cze$¢ byla na wykladzie, ale wystarczy zauwazy¢, ze jesli X = {i } , to

X2 (X)X + det(X)] = a? + be ab+bd]_[(a+d)a (a+d)b]+{ad—bc 0 ]:[0 0].

ac+cd be+ d? (a+d)c (a+d)d 0 ad — bc 00

Przechodzimy do drugiej czedci. Aby pokazaé, ze det(X) = 0 oblézmy wyj$ciowa réwnosé wyznacznikiem.
Mamy: det(X™ + X" 2) = det(X)"2det(X? + I) = 0. Jesli jednak det(X? + I) = 0, to przechodzac
do wielomianéw zespolonych mamy: det(X —iI)det(X +4l). A zatem ¢ lub —i sa warto$ciami wlasnymi
X. To jednak oznacza, ze obydwie te liczby sa pierwiastkami wielomianu charakterystycznego X, ktory
jest rzeczywisty. Wielomian ten ma stopien 2, a wiec musi mieé postaé A2 + 1. Stad jednak mielibyémy
X241 =0, co znaczyloby, ze lewa strona wyjéciowego réwnania to macierz 0, co jest niemozliwe.

Uwaga. Teraz mozliwe jest rozwiazanie wyjéciowego réwnania (zadanie pochodzi z Olimpiady w Rumunii).
Ot67 stwierdzamy, ze wobec det(X) = 0 wielomian charakterystyczny macierzy X ma postaé¢ A2 —tr(X)A\,
czyli na mocy tw. C-H mamy X? = tr(X)X. Zatem mamy: X" + X""2 = (tr(X)" ! — tr(X)"3)X.
Przechodzimy do $ladu macierzy po obydwu stronach. Po lewej §lad wynosi 2 (patrz wyjsciowe réwna-
nie), a po prawej jest to oczywiscie tr(X)" —tr(X)" 2. A zatem liczba tr(X) jest pierwiastkiem wielomianu
™ + 2"~ 2 — 2. Teraz juz przechodzimy do analizy. Dla n parzystego okazuje sie, ze tr(X) moze byé réw-
ne jedynie —1 oraz 1 (dlaczego?). Dla n nieparzystych jedynym zerem rozwazanego wielomianu jest 1.
A zatem wyznaczyliSmy $lad 1 wyznacznik macierzy X, co daje trzy rozwiazania wyjsciowego réwnania.

Przechodzimy do czesci trzeciej. Sposéb 1. Zauwazmy, ze Slad i wyznacznik macierzy A = A ﬂ to

odpowiednio: 0 oraz 1. Szukamy macierzy rozmiaru 2 x 2, ktéra w piatej potedze ma taki slad i wyznacznik.
To oznacza, na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona, ze (X%)2+1 = 0. Zatem A?+1 = 0. Czyli A% = A.
Zatem A jest rozwiazaniem postawionego réwnania. Zauwazmy dalej, ze det X° = 1, a réwnanie 2° = 1
ma w Z° jedynie rozwigzanie £ = 1. Zatem réwnanie Cayleya-Hamiltona dla macierzy X ma postaé:
X2 —tr(X)X + I = 0. Podnosimy calo$é do potegi piatej:

X10 = (tr(X) — I)5,
co nad cialem Zs jest réwne po prostu tr(X)>X —1I (bo I jest przemienna z X oraz zachodzi cudowna toz-
samoéé (z+y)° = 2°+y°). Co wiecej, w ciele Z° mamy x° = x, wiec tak naprawde X0 = tr(X)X —1I. Ale
przeciez X 10 = A2 = — T, czyli tr(X)X = 0, co oznacza tr(X) = 0. A zatem X2 = —1I, czyli X° = X = A.
Sposob 2. Biorac m = tr(X), iterujemy trzykrotnie znane nam réwnanie X2 — mX + I = 0 dostajac:
X°=X3mX~1I)=mX*- X3 =mX*(mX-1)-X(mX—-I)=...= (m*-3m*+1) X —(m3-2m)I. (})
Przechodzimy do $ladu macierzy po obydwu stronach. Mamy

tr(X%) = m(m?* = 3m? + 1) — 2(m® — 2m) = m® = m,

skad m = 0 (wiemy ile wynosi §lad X5). Zatem wracajac do () mamy X° = X, czyli X = A.

Sposob 3. Skoro A spelnia wyjsciowe rownanie to mozna pokazaé, ze dowolne inne rozwigzanie X musi
mieé te same wartoéci wlasne, co macierz A (stwierdzamy najpierw, ze X ma te same wartosci wlasne,
co X®). Ale A ma dwie rézne wartosci wlasne: 2,3. A zatem X musi byé réwniez diagonalizowalna.
Natomiast dla macierzy diagonalizowalnej X nad Zs mamy X° = X, co daje znowu X = A. |



Zadanie 5a. (5p) Niech V bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym (,) oraz niech W C V bedzie
podprzestrzenia. Pokaz, ze dla kazdego v € V wektor u € W jest obrazem v przy rzucie prostopadiym
na W wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego w € W mamy |v — u|| < ||v — w||, gdzie ||v|| = / (v, v).

ROZWIAZANIE. Niech V = W@ W+ i niech v = u+/, gdzie v’ € W+. Wéwcezas v —u € W, Dla kazdego
w € W mamy u —w € W, a wigc (u —v,u —w) = 0. Z tw. Pitagorasa ||v — wl||? = ||v — u||® + ||u — w]||?,
czyli |lv — u|| < ||[v — w||. Z drugiej strony, zaldézmy, ze u jest elementem W spelniajacym nieréwnosé
lv —u| < |lv—wl|, dla kazdego w € W, ale to ¢ # u jest rzutem prostopadlym wektora v na W, czyli
v=1t+t, dla pewnego t' € W. Wéwczas (v —t) L (t —u), czyli wobec przypuszczenia ||t — u|| # 0 mamy,
ponownie z tw. Pitagorasa: ||[v — u|* = ||v — ¢||* + ||t — u[|* > ||[v — t]|?, sprzeczno$¢ z wyborem u. [ ]

Zadanie 5b. (5p) Wyznacz postaé¢ Jordana endomorfizmu nilpotentnego ¢ spelniajacego warunki:

dim ker ¢? =7
dim ker ¢° =14.
dim(ker ¢° Nim ¢°) =1

RozwIAZANIE. Niech ¢ € End(V). Przyjrzyjmy sie diagramowi Younga odpowiadajacemu endomorfi-
zmowi nilpotentnemu ¢. Warunki zadania ttumacza sie nastepujaco w jezyku tego diagramu:

e w pierwszych dwéch kolumnach od lewej jest 7 pédl,
e w pierwszych pieciu kolumnach od lewej jest 14 pdl,
e jest dokladnie jeden wiersz dlugosci 6.

Ostatni warunek bierze sie stad, ze gdyby diagram miatl tylko 5 kolumn, to mielibyémy ker ¢®> = V,
ale wtedy im¢® = 0, co przeczy trzeciemu warunkowi. Z drugiej strony, w kazdym wierszu dlugoéci
co najmniej 6 biorac element z 5 + k-tej kolumny widzimy, ze jego obraz przy ¢° jest w tym wierszu
na pozycji k. Elementy bazy Jordana wpisanej w diagram Younga sg liniowo niezalezne, wiec z warunku
dim(ker ¢° Nim ¢°) = 1 wynika, ze jest doktadnie jedno pole o wlasnosci opisanej wyzej. A zatem diagram
Younga ma 6 kolumn, w pierwszych 5 kolumnach ma 14 pdl, a w ostatniej jedno. W rezultacie mamy?
dim V' = 15. To oznacza, ze posta¢ Jordana ¢ ma dokladnie jedna klatke rozmiaru 6 x 6. Zostaje zatem
do rozdzielenia 9 pdl diagramu (w kolejnych wierszach). Pie¢ z nich musi znajdowaé sie¢ w pierwszych
dwéch kolumnach, a kolejne cztery naleza do trzech kolejnych kolumn. Jedynymi podziatami liczby 9
spelniajacym te warunki sa 5+ 3 + 1 oraz 4 +4 4+ 1. A zatem posta¢ Jordana ¢ ma 4 klatki rozmiaréw
odpowiednio: 6,5,3,1. lub 6,4,4, 1. [ |

Zadanie 5c. (5p) Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi skoficzonego wymiaru, za$ niech ¢ : V.— W
oraz ¢ : W — V beda przeksztalceniami liniowymi, przy czym (idy —t o ¢) € End(V) jest nilpotentny.
Wskaz warunek konieczny i dostateczny, aby (idy —¢ o ¢) € End(W) byl réwniez nilpotentny.

Odpowiedz: dimV = dim W. Niech A = M (¢)3! oraz B = M (¢)5t. Wéwezas
wAB—I(/\) = ’LUAB(/\ — 1) oraz wBA_I()\) = wBA()\ — 1)

Ale méwilidmy sobie na ¢wiczeniach, ze wielomiany charakterystyczne wap oraz wpa moga réznié sie
tylko krotnoécia pierwiastka zerowego. Jest tak wtedy i tylko wtedy, gdy dim V' # dim W. To jednak ozna-
czaloby, ze wielomiany wap—_y(A\) oraz wga—r(A) réznia sie co najwyzej krotnoscig pierwiastka réwnego 1.
Jednak AB — I jest macierza nilpotentng, wiec jej wielomian charakterystyczny to A*, dla pewnego k.
Zatem wielomian charakterystyczny BA — I jest identyczny, gdy dimV = dim W oraz jest rowny
AN —1)%, jedli dim V # dim W. Stad BA — I jest nilpotentna wtedy i tylko wtedy, gdy dim V = dim W.

Zadanie 5d. (5p) Czy kazda niezerowa macierz A € M3(Q) jest kongruentna nad Q do macierzy, kté-
ra ma dokladnie 3 rézne wyrazy? Dla wyjasnienia: macierz I € M3(Q) ma dokladnie 2 rézne wyrazy: 0, 1.

Odpowiedz: TAK. Kazda niezerowa macierz wymierna rozmiaru 3 jest kongruentna z macierza postaci
diag(a, b, ¢), gdzie a,b, c € Q, 1 nie wszystkie z nich sa zerami. Jesli a = b = ¢ # 0, to mamy:

2 00 a 0 O 2 00 4a 0 O
01 0|-{0 @ 0]-|10 1 0|=[0 a Of,
0 0 1 0 0 a 0 0 1 0 0 a

2Mozna to tez wywnioskowaé tatwo np. ze wzoru dim ker(¢'0) = ker(¢$°)+dim(ker ¢°Nim ¢®), omawianego na éwiczeniach
w kontekécie ogblnej formuly na wymiar jadra i obrazu zlozenia przeksztalcen liniowych.



co daje zadana macierz o trzech réznych wyrazach. Jesli dwie z liczb a, b, c sa réwne i rézne od trzeciej,
to nie ma czego dowodzié, o ile ktoéras z nich nie jest zerem. Mamy jednak:

1 0 0f |la O O] (1 2 0 a 2a 0 1 0 Of [@a O O |2 1 O a a 0
2 1 0]-]0 0 Of-|]0 1 0| =1]2a 2a O, 1 1 0f(-{0 a O0f-]0 1 0| =]a 2a O
0 0 1|10 0 0] [0 O 1 0 0 0 0 0 1] {0 0 0] [0 O 1 0 0 O

Jedli przyjmiemy za$, ze a, b, ¢ s parami rozne, to:

1 0 0 a 0 O 1 1 1 a a a
1 1 0[-]0 b O0[-]0 1 1f{=1a a+bd a+b ,
1 1 1 0 0 ¢ 0 0 1 a a+b at+b+c

Zadanie 6. (20p) Macierz P € M, (C) nazwiemy stochastyczna, je$li wszystkie jej wyrazy sa nie-
ujemnymi liczbami rzeczywistymi oraz gdy suma wyrazéw w kazdym jej wierszu wynosi 1. Niech M,
bedzie podzbiorem C zlozonym ze wszystkich wartosci wlasnych macierzy stochastycznych w M, (C).
Przez wielokat wypukty o wierzchotkach p1, ..., p, € C rozumieé¢ bedziemy podzbiér C ztozony ze wszyst-
kich elementéw postaci a1py + ... + a,py, gdzie a; € R, a; > 0. dlat=1,...,r, oraz a; + ...+ a, = 1.

(4p) Niech z = (z1,...,2n) € C™ bedzie wektorem wlasnym macierzy stochastycznej P o wartosci
wlasnej A\. Wykaz, ze jedli @ C C jest wielokgtem wypuklym o wierzchotkach we wspélrzednych
wektora z, to zachodzi zawieranie A - Q = {\-¢|q € Q} C Q.

(8p) Pokaz, ze M,, zawiera 1, jest symetryczny wzgledem prostej Re(z) oraz, ze M,, C {z : |z] < 1}.
Wykaz ponadto, ze jesli A € M,, i |A\| =1, to A jest pierwiastkiem z 1.

(8p) Wykaz, ze jesli A1, A2, A3 sa zespolonymi warto$ciami wlasnymi macierzy P rozmiaru 3 X 3 o nie-
ujemnych wyrazach rzeczywistych, to 3(A? + A3 +23) > (A1 + A2 + A3)%. Wywnioskuj stad, ze zbiér
M3\ R jest zawarty w tréjkacie réwnobocznym o wierzcholtkach w pierwiastkach stopnia 3 z 1.

Rozwiazanie (a). Niech z = (21,...,2,) bedzie wektorem wlasnym macierzy stochastycznej P = (p;;)
o wartosci wlasnej A, czyli Pz = Az. Przechodzac w tej rownosci do wspotrzednej ¢ = 1,...,n mamy

Az = pinz1 + Dig%2 + ...+ PinZn. (%)

Rozwazajac wielokat wypukly @ o wierzchotkach zy,..., 2, (nie wszystkie one sa zerami) oraz dowolny
nalezacy dof punkt ¢ = q121 + ... + Gnzn, gdzie ¢; > 0 oraz ¢; + ... + ¢, = 1 mamy, na mocy (x):

AM=Xqazn+. ...+ qzn) =
=q(priz1 +pr2z2 + ...+ Dzn) + oo F @(Prrz1 + PizZ2 o+ Punin) =
= (@p11 + @upn1)21 + -+ (@uPn1 + - - - + GnPrn) Zn.

Oczywiscie q1p1; + - - - + gnPni = 0, za$ suma tych wspotczynnikéw to g1 + ...+ g, = 1. Zatem \q € Q.

Uwaga. Wykazalidmy, ze jesli A € M,,, to istnieje wielokat wypukly @ taki, ze AQ C Q. Zachodzi tez fakt
odwrotny. Istotnie, niech A\Q) C @, dla pewnego wielokata wypuklego o wierzchotkach z1,..., 2, ¢ < n.
Wtedy Az; lezy w @, a zatem istnieja takie p;; > 0 oraz pi1 + ...+ pig = 1, 2e Az; = pipnz1 + ... + Dig2q-
Niech P bedzie macierzg, ktéra w pierwszych g wierszach i kolumnach ma wyrazy p;;, a poza nimi zera.
Woéwezas macierz P jest stochastyczna i ma wektor wlasny (z1,...,24,0,...,0) o wartosci wlasnej A.
——
n—q

Rozwiazanie (b). Oczywiscie dla dowolnej macierzy stochastycznej rozmiaru n wektor zlozony z samych
jedynek jest wektorem wtasnym o wartosci wtasnej 1. Zbiér M,, jest suma mnogosciowa zbioréw pier-
wiastkow zespolonych wielomianéw o wspotczynnikach rzeczywistych, a zatem z kazdym pierwiastkiem
nierzeczywistym z takiego wielomianu nalezacym do M, do zbioru M, wchodzi takze sprzezony z nim
pierwiastek z. Wreszcie, korzystajac® z (a) bierzemy wielokat @ odpowiadajacy wartosci wlasnej \ i wy-
bieramy z niego takie z, ze |z| jest maksymalny. Wowczas Az € AQ C @, zatem |Az| < |z], czyli |A] < 1.

3Mozna takze argumentowaé bez punktu (a) rozwazajac na C* (nad R) tzw. norme maksimum || - ||ec zadang wzorem:
(21, ..., 2n)|| = max(|z;|). Wéwczas rozwazajac na My (C) tzw. norme wierszows, tzn. ||P|lcc = max; Z;:1|pi]-| oraz
pokazujac, ze ||Av]joo = ||PV|loc < ||P|loo - ||v]|oo, dostajemy |A| < 1. To znana sztuczka z teorii zbioréw wypuktych.



Pozostalo wykazanie, ze jesli A € M,, oraz |A| = 1, to A jest pierwiastkiem z 1. Wezmy znowu wielokat @
odpowiadajacy A i taki punkt 0 # z € @, ze |z| jest maksymalny. Jesli z1, ..., z, to wierzcholki Q, to

|z| = |a1z1 + ...+ anzn| < ar|zi| + ...+ anlzn| < (a1 + ... + ap) max |z;| = max |z < |z|.
1 1

Réwnosé w powyzszej nieréwnosci zachodzi tylko gdy wszystkie z; sa proporcjonalne. A zatem z jest jed-
nym z wierzchotkéw. Zatem Az, A2z, .. ., ktére réwniez naleza do @ (bo AQ C @), maja réwniez modut |z|
(bo |[A| = 1), wiec powtarzajac powyzszy argument — sa wierzchotkami Q. Skoro jednak @ ma skoficzenie
wiele wierzchotkéw, to istnieja s,t, ze ATz = A\®z. Skoro |A| # 0, to z # 0, czyli Xt = 1.

Rozwiazanie (c). Niech P = (p;;) bedzie macierza o wyrazach nieujemnych i wartoéciach wiasnych
A1, A2, A3. Oczywidcie tr(P) = A1 + A2 + A3. Macierz P? ma wartosci whasne A}, A3, A3, a zatem z tego,
ze p;; > 0 oraz z nieréwnosci Schwarza ||(p11, p22, ps3)||? - [|(1, 1, 1)]|? = ( (P11, p22, p33), (1,1,1) )2, mamy:

A A2 4 A =tr(P?) =
= p11P11 + P12p21 + P13P31 + P21P12 + P22P22 + p2sps2 + P31p13 + P32D23 + P3spss 2

> piy + 3y + D33 > %(pu + paz +p33)? = %(tT(P))Q = %(/\1 + Ao 4 A3)%
Teraz pokazujemy teze dotyczaca zbioru Ms. Zauwazmy, ze jesli macierz P rozwazana wyzej jest sto-
chastyczna, to jej wielomian charakterystyczny ma pierwiastki 1, A, )\, dla pewnego \ € C. Jak wyzej,
tr(P) = A+ A+ 1. Skoro P ma wyrazy nieujemne to jej $lad tez jest nieujemny, co oznacza, ze dla A\ € Ms
mamy Re(\) > —3. Oczywiécie Re(z) = —1 to prosta zawierajaca jeden z bokéw rozwazanego w tezie
tréjkata. Proste zawierajace pozostale boki opisane sa réwnaniami: 1 —Re(z) 4 +v/3Im(z) = 0. Zauwazmy,
ze nieréwno$é¢ wykazana wyzej przybiera dla macierzy P (o wartosciach whasnych 1, A, \) postaé:

3(1+2Re(\)?) > (1 +2Re(N))?,

czyli
(1 —Re(A)? > 3Im(N)2.

A zatem:

(1 = Re(A) — v3Im(A))(1 — Re(\) + v3Im(A)) > 0.
Biorac pod uwage, ze Ms zawiera sie w dysku |z| < 1, dostajemy teze.

* % %

KOMENTARZ. Problem okresdlenia polozenia spektrum macierzy stochastycznych postawil w 1938 roku
wielki radziecki matematyk Andriej Kolmogorow. W roku akademickim 1944-45 podczas seminarium
dotyczacego teorii procesow Markova pytanie Kolmogorowa trafito do grupy studentéw. Niedtugo pézniej
dwojka dwudziestolatkéw: K. Dmitriev oraz E. Dynkin znalazla niezwykly pomyst ataku tego problemu.
Dmitriev zostal przyjety na Uniwersytet w wieku 14 lat i byt powszechnie uznawany za geniusza. Dynkin
przyszedl na uczelni¢ jako szesnastolatek i okazal sie¢ nie mniej wybitnym. Obydwaj doktoryzowali sie
u Kolmogorowa. Tej dwojce udalo sie dokonanie geometrycznego przeformulowania problemu, czego
fragment widzieliSmy w zadaniu. Kolejne pomysly to miedzy innymi uogélnienie twierdzenia o kacie
Brocarda, ograniczajace, dla n-kata wypuklego, miare najmniejszego z katéw zaznaczonych nizej, po
wszystkich R (piekne i proste rozwiazanie w prezentacji nizej; dla n = 3 bylo to zadanie na IMO 1991):

Swoje wyniki publikowali z Kolmogorowem w latach 1945-46. W roku 1951 problem doczekal sie calkowi-
tego rozwigzania przez studenta Dynkina: F. Karpielewicza. To wlasnie nazwiskiem Dynkina opatrzone
sa grafy, dla ktérych forma Titsa (komentarz do zadania 3) jest dodatnio okreslona. Warto zajrzeé¢ do pre-
zentacji poswieconej temu problemowi: https://abesenyei.web.elte.hu/publications/dynkin.pdf.
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TEOPEMA VII. [Jas n<b M, Gydem ob6veduncnuesm yurauveckus

k-yzoavnuros (k <n).
B saxmouenne npusefiem gepres (Pur. 11), cxemarnaeckn wusobpamaio-

muit Gurypst My, M, M,, M, n re wactun ¢uryp M, nasn > 5, KOTOPBI¢
HAM W3BECTHHI.

Z oryginalnej pracy Dmitrieva i Dynkina: opis zbioréw My, Ms, My, M. Jest on do zrozumienia! Zrédlo:
https://abesenyei.web.elte.hu/publications/dynkin.pdf.



