GAL IT* Kolokwium 1, 15 kwietnia 2021

Uwaga: plik ma dwie strony. Rozwiazania skladaja Panstwo tylko na Moodle.

Zadanie 1. (15p) Rozwazmy endomorfizm ¢ przestrzeni C* dany w bazie standardowej macierza:
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(5p) Wyznacz macierz ¢ w postaci Jordana.
(5p) Wyznacz A0,
(5p) Wyznacz dowolng macierz B taka, ze B? = A.

Zadanie 2. (15p) Forma dwuliniowa h zadana jest na przestrzeni V = R?® przy pomocy macierzy
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(9p) Wyznacz baze prostopadla przestrzeni (V, h). Czy (V, h) ma baze zlozona z wektordéw izotropowych?
(6p) Pokaz, ze sa dokladnie dwie podprzestrzenie calkowicie zdegenerowane wymiaru 2 w (V) h).

Zadanie 3. (15p) Niech a € R. Dla n > 1 formy h, zadane sa na przestrzeni R macierzami postaci:
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(5p) Pokaz, ze dla a > 2 forma h, jest iloczynem skalarnym.
(5p) Znajdz sygnature formy hq.
(5p) Rozwaz przestrzen V = (K", h,), gdzie K — cialo. Pokaz, ze dla a # 1 mamy dim V+ < 1.

Zadanie 4. (15p)
(2p) Udowodnij, ze dla macierzy X € Mo (K) nad cialem K mamy X2 — tr(X)X + det(X)I = 0.
(5p) Pokaz, ze det(X) = 0, gdzie X € My(R) spelnia, dla pewnego catkowitego n > 2, réwnanie:
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(8p) Pokaz, ze istnieje tylko jedna macierz X € My (Zs) taka, ze X° = E ﬂ .

Zadanie 5a. (5p) Niech V bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym (,) oraz niech W C V bedzie
podprzestrzenia. Pokaz, ze dla kazdego v € V wektor ©v € W jest obrazem v przy rzucie prostopadiym
na W wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego w € W mamy |v — u|| < ||v — w||, gdzie ||v|| = / (v, v).

Zadanie 5b. (5p) Wyznacz postaé¢ Jordana endomorfizmu nilpotentnego ¢ spelniajacego warunki:
dim ker ¢? =7
dim ker ¢° =14.
dim(ker ¢° Nim¢°) =1

Zadanie 5c. (5p) Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi skoficzonego wymiaru, za$ niech ¢ : V.— W

oraz v : W — V beda przeksztalceniami liniowymi, przy czym (idw — o ¢) € End(W) jest nilpotentny.
Wskaz warunek konieczny i dostateczny, aby (idy —¢ o ¢) € End(V') byl réwniez nilpotentny.

Zadanie 5d. (5p) Czy kazda niezerowa macierz A € M3(Q) jest kongruentna nad Q do macierzy, kté-
ra ma dokladnie 3 rézne wyrazy? Dla wyjasnienia: macierz I € M3(Q) ma doktadnie 2 rézne wyrazy: 0, 1.



Zadanie 6. (20p) Macierz P € M,(C) nazwiemy stochastyczna, jesli wszystkie jej wyrazy sa nie-
ujemnymi liczbami rzeczywistymi oraz gdy suma wyrazow w kazdym jej wierszu wynosi 1. Niech M,
bedzie podzbiorem C zlozonym ze wszystkich warto$ci wlasnych macierzy stochastycznych w M, (C).
Przez wielokat wypukly o wierzchotkach pq, ..., p, € C rozumieé¢ bedziemy podzbiér C ztozony ze wszyst-
kich elementéw postaci a1py + ...+ a,py, gdzie a; € R, a; > 0. dlat=1,...,r, oraz a; + ... +a, = 1.

(4p) Niech z = (z1,...,2,) € C™ bedzie wektorem wlasnym macierzy stochastycznej P o wartosci
wlasnej A\. Wykaz, ze jesli Q C C jest wielokatem wypuklym o wierzchotkach we wspétrzednych
wektora z, to zachodzi zawieranie A - Q = {\-¢|q¢ € Q} C Q.

(8p) Pokaz, ze M, zawiera 1, jest symetryczny wzgledem prostej Re(z) oraz, ze M, C {z : |z| < 1}.
Wykaz ponadto, ze jesli A € M, i |A\| =1, to A jest pierwiastkiem z 1.

(8p) Wykaz, ze jesli A1, A2, A3 sa zespolonymi warto$ciami wlasnymi macierzy P rozmiaru 3 X 3 o nie-
ujemnych wyrazach rzeczywistych, to 3(A7 + A3 +A2) > (A + A2 + A3)%. Wywnioskuj stad, ze zbiér
M3 \ R jest zawarty w tréjkacie réwnobocznym o wierzchotkach w pierwiastkach stopnia 3 z 1.



