GAL IT*, rozwigzania wybranych zadan z egzaminu, 14 czerwca 2021

Zadanie 1. (30p) Rozwazmy macierz A € M,(C) postaci:

0 4 1 -2
-1 4 0 -1
A= 0 01 0
-1 3 0 O

(15p) Wyznacz posta¢ Jordana macierzy A i baze, w ktérej endomorfizm ¢ przestrzeni C* dany w bazie
standardowej macierza A ma postaé¢ Jordana.

(5p) Wyznacz wielomian minimalny endomorfizmu ¢.

(10p) Niech ¢ bedzie endomorfizmem skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V' nad cialem K.
Niech Wy, ..., Wy beda ¢-niezmienniczymi podprzestrzeniami V' takimi, ze V = Wy + ... + Wj.
Niech m; beda wielomianami minimalnymi endomorfizméw ¢y, przestrzeni W;, dla ¢ = 1,... k.
Pokaz, ze wielomian minimalny ¢ réwny jest najmniejszej wspolnej wielokrotnosci mq, ..., my.

ROZWIAZANIE. Wyznaczamy wielomian charakterystyczny macierzy A, czyli liczymy wyznacznik:

j 4f)\ (1) :? N
det =(1—-X)-det |-1 4—-X —-1|=

0 0 1-X 0 13y

-1 3 0 =X

= A4 =N +4+6 -4\ -3\—-24-)\) =
=N +4N2 -5 +2=(A-2)(A—1)%

Zauwazmy tez, ze r(A — I) = 2, wiec postaé¢ Jordana macierzy A ma 2 klatki odpowiadajace wartosci
wtasnej 1: jedna rozmiaru 2 X 2 i drugg rozmiaru 1 x 1 oraz jedna klatke rozmiaru 1 x 1 odpowiadajaca
wartoéci wlasnej 2.
Aby wyznaczy¢ baze Jordana vy, ve, v3,v4 endomorfizmu ¢ danego warunkiem A = M ()3t wyznaczmy
najpierw wektor wlasny v, rozpinajacy podprzestrzen V(y), czyli niezerowy element ker(¢ — 2id). Jest to
na przyktad

vy = (1,1,0,1).

Teraz wyznaczamy bazg v1,ve, v3 podprzestrzeni pierwiastkowej Vjy), w ktorej ¢|V[11 ma postaé¢ Jordana:

S O =
O = =
—_ o O

czyli mamy vy, v3 € ker(¢ — id), ve € ker(¢ — id)? oraz (¢ — id)(ve) = v1. Mamy:

2

-1 4 1 =2 -1 2 -1 0
e =130 1] -1 2 -1 0
A=0"=10 00 ol “|o 0 0 o
-1 3 0 -1 -1 2 -1 0

W szcezegdlnosdei widzimy, ze mozna przyjaé ve = (2,1,0,0). Wowezas (¢ — id)(ve) = (2,1,0,1). Teraz
mozemy dopeini¢ v; do bazy podprzestrzeni wlasnej V(1) wektorem vz = (=3, —1,1,0). Ostatecznie:

-1

0 4 1 -2 2 2 =31 11 0 0 2 2 =31

-1 4 0 -1 |1 1 -1 1 01 00 11 -1 1

0 01 0 00 1 0 0 01 0 00 1 0

-1 3 0 O 1.0 0 1 00 0 2 1 0 0 1
J

Innymi stowy szukana baza Jordana to np. ((—3,—-1,1,0),(2,1,0,1),(2,1,0,0),(1,1,0,—1)).



(b) Wielomian minimalny jest dzielnikiem wielomianu charakterystycznego i z dokladnoscia do krotnosci
ma takie same pierwiastki. A zatem szukany przez nas wielomian minimalny jest w jednej z postaci
(A —1)k(\ —2), gdzie k jest jedna z liczb 1,2, 3. Wielomian minimalny musi by¢ spetniony przez macierz
Jordana J rozwazanego endomorfizmu. Nietrudno jednak widaé, ze:

01 0 0 -1 1 0 0 0 -1 0 0
0 0 0O 0 -1 0 O 0 0 0 0
(J=DI=2D= 14 o ¢ o o o -10"fo o oof””
0 0 01 o 0 0 O 0 0 0 0
Mamy jednak
01 0O 0 -1 0 0
0 00O 0 0 0 0
(J-=D(J-D)(J=2I)= 000 0 00 0 0 =0.
0 0 0 1 0 0 0 0
Zatem wielomian minimalny ¢ to (A — 1)2(A — 2).
(¢) Niech m bedzie najmniejsza wspdlna wielokrotnoscia wielomianéw minimalnych my, ..., m, endo-

morfizméw ¢;. A zatem m jest wielokrotnoécia kazdego z tych wielomianéw. Zapiszmy wiec m = g;m;,
dla kazdego i, dla pewnych ¢g; € K[)\]. Dla kazdego v € W; mamy:

m()(v) = gi(¢)(mi(¢))v = gi(¢)(0) = 0,

a zatem m(¢) jest endomorfizmem zerowym na kazdym z W;. Skoro V jest suma W;, to m(¢) = 0 na
calym V. A zatem wielomian minimalny ¢ jest dzielnikiem m.

Teraz pokazemy, ze wielomian minimalny ¢ jest podzielny przez m. Skoro wielomian minimalny m¢ zeruje
si¢ na ¢, to w szczegblnosci jadro mg(¢) zawiera kazda z W;. A zatem ograniczajac my(¢) do W; widzimy,
ze réwniez tu jest to przeksztalcenie zerowe. W szczegdlnosci m;(¢) sa dzielnikami mgy, dla kazdego i,
czyli ich najmniejsza wspélna wielokrotno$é — wielomian m, réwniez dzieli my.

* * *

Do problemu wyznaczania wielomianu minimalnego mozna podejé¢ w nastepujacy sposéb, imitujacy
rozumowania dotyczace formy kanonicznej Frobeniusa. Po prostu dla ¢ € End(V) wybieramy v # 0
i rozwazamy podprzestrzen cykliczna V,,. Wéwczas za m; mozna wziaé¢ wielomian charakterystyczny ¢
obcietej do tej podprzestrzeni. Nastepnie kladziemy v; = v, W7 = V, i wybieramy vy ¢ Wi. Za Wo
bierzemy podprzestrzen cykliczna rozpieta przez ve. I wielomian charakterystyczny ¢ obcigtego do Wy
to jest, jak sie okazuje, ms. Kontynuujac w ten sposéb i korzystajac z faktu, ze V jest skonczenie wy-
miarowa dostajemy zbiér podprzestrzeni ¢-niezmienniczych W;, ktérych suma jest cate V' (i nie wnikamy
czy to jest suma prosta). Wielomian minimalny ¢ jest natomiast najmniejsza wspdlna wielokrotnoscia
m;. Oczywiscie stosowanie takiego algorytmu moze byé uciazliwe, wiec wygodnie jest mie¢ do dyspozycji
teorie Jordana.

Warto réwniez odnotowac, ze kwestia rozkladalnosci wielomianu minimalnego ma zwiazek z pojeciem
péiprostoty endomorfizmu.

Twierdzenie. Niech ¢ € End(V'), gdzie V jest przestrzenia skonczenie wymiarowa. Wéwczas ¢ jest endo-
morfizmem polprostym wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian minimalny ¢ nie ma wielokrotnych dzielnikéw
pierwszych (jest bezkwadratowy).

I jeszcze jedno ¢éwiczenie z teorii przestrzeni euklidesowych w podobnym kontekscie.
Zadanie. Niech ¢ bedzie endomorfizmem przestrzeni unitarnej (skonczonego wymiaru). Wéwczas ¢ jest

normalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian minimalny ¢ nie ma pierwiastkéw wielokrotnych.
[ |



Zadanie 2. (30p) Rozwazmy przestrzen euklidesowa V = (M, (R), (,)), gdzie (A, B) = tr(ABT), dla
dowolnych A, B € M, (R). Rozwazmy przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — V zadane wzorem

pA)=Aa-"

(10p) Pokaz, ze ¢ jest rzutem i wyznacz obraz ¢.

)
(5p) Pokaz, ze ¢ jest endomorfizmem samosprzezonym przestrzeni V.
(5p) ZnajdZ baze prostopadla V', w ktérej ¢ ma macierz diagonalna.
(10p) Niech ¥ bedzie rzutem w przestrzeni euklidesowej (W, h). Wykaz, ze 1 jest rzutem prostopadlym
na swéj obraz) wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ jest endomorfizmem samosprzezonym.
g ¢

ROZWIAZANIE. Endomorfizm ¢ przestrzeni liniowej V jest rzutem wtedy i tylko wtedy, gdy ¢? = ¢.
Zauwazmy, ze dla kazdej A € M, (R) mamy:

tr(6(A)) = tr(A) - trslA) tr(I) = tr(A) — tr(A) = 0. ()
A zatem A
o(o(4)) = o(4) ~ 201 = o)

Twierdzimy, ze obraz ¢ sklada sie ze zbioru R wszystkich macierzy w M, (R) o $ladzie réwnym O.
Z (%) wynika, ze w obrazie ¢ sa jedynie macierze o zerowym s$ladzie. Z drugiej strony, biorac macierz
B € M,(R) o §ladzie 0, mamy ¢(B) = B — @I = B. A zatem B € im(¢). Pokazaliémy wiec, ze
im(¢) =R.

Przekonajmy si¢ teraz, ze (¢p(A), B) = (A, ¢(B)), dla dowolnych A, B € M,,(R). Mamy:

(0(4).8) = (A- 241 ) = 4By - "A(1. ) = (4, 5y - TATUED)

n

tr(AIT) tr(B) tr B tr B

=(4,B) - ={4,B) = (4, —1I) = {4, B - ——1I) = (4,4(B)).

n

PokazaliSmy zatem, ze ¢ jest endomorfizmem samosprzezonym.

Zauwazmy, ze R jest podprzestrzenia wymiaru n? — 1 oraz (I, R) = 0. Nietrudno natomiast widzie¢, ze
przyktadem bazy ortonormalnej w R jest nastepujacy zbior:

(B i # YO i = 1= 1) (D

gdzie E;; sa jedynkami macierzowymi. Wynika to natychmiast z réwnoéci (E;;, Exi) = tr(E;jEi,) = 010
Szukang baza ortonormalna M, (R) zlozona z wektoréw wlasnych ¢ jest zatem zbidr (1) poszerzony o I.

Pozostaje pokazaé, ze jesli ¥ jest rzutem na podprzestrzen Wi wzdtuz Wy w przestrzeni euklidesowej
(W, h), to ¥ jest rzutem prostopadlym wtedy i tylko wtedy, gdy v jest endomorfizmem samosprzezonym.
Niech x,y € W oraz niech x = x1 + 22,y = y1,y2, gdzie x1,y1 € W1, z2,y2 € Ws. Wowezas

W(2),y) = (2,¢(y)) = @(x1+22), 91 + y2) = (T1 + T2, % (v1 + Y2))

T, Y1+ Y2) = (@1 + T2, Y1)
m17y1> <$17y2> = <$17y1> + <-T27y1>
561»2/2) <$2ayl>

(¥
=
=
—

Zatem jedli rzut 1 jest ortogonalny, to wyrazenia wystepujace po obydwu stronach ostatniej réwnosci sg
zerami i 1) jest samosprzezone. Z drugiej jesli ¢ jest samosprzezona, to réwnos¢ zachodzi dla dowolnych
1,29 € Wi oraz y1,y2 € Wa. Zatem kladac y3 = —z1,y2 = 29 mamy (x1,y1) = 0, czyli ¥ jest rzutem
ortogonalnym. |



Zadanie 3. (30p) W przestrzeni afinicznej R® ze standardowym iloczynem skalarnym dane sa dwie
plaszczyzny:

—3x1 + 220+ 3 — 204 +5 = —14
P =(3,7,2,4,-3) +1in((2,5,4,5,3),(4,5,6,3,3)), Pa:{ 6x1 — 29 — 4x3 + 214 — T5 =16
2x1 — x9 + 224 — 325 = 26

Uklad ten ma nastepujace rozwiazania:

(10p) Znajdz réwnanie dowolnej prostej prostopadlej jednocze$nie do Py oraz do Ps, przecinajacej te
plaszczyzny.

(10p) Opisz uktadem réwnan podprzestrzen afiniczng X C R® zlozong z punktéw, przez ktére przechodzi
prosta prostopadla jednocze$nie do P; oraz do P, przecinajaca te plaszczyzny.

(10p) Wyznacz wymiar podprzestrzeni afinicznej Y okreslonej w sposéb analogiczny do X dla dowolnych
plaszczyzn afinicznych P, L zawartych w R®. OdpowiedZ uzasadnij,

Rozwiazmy uklad réwnan opisujacy P». Macierz tego ukladu ma nastepujaca postaé zredukowana:

1oo1 -3 |%

9
4
0100 =22 |. (0

11 81
0011 -8

A zatem T'(P») jest rozpieta przez wektory (1,0,1,—1,0),(9,6,11,0,4). Uklad réwnan opisujacy T(P;)+nN
T(Py)* to:

2x1 + bxo + 4xs 4+ 5xr4 + 325 =0

4x1 + bxo 4+ 623 + 324 + 325 =0

T1+x3—24=0

921 + 629 + 11xg + 425 =0

Rozwiazania tego uktadu rozpiete sa przez wektory
(—-1,-4,3,2,0),(—1,-1,1,0,1).

A zatem jest to przestrzen styczna do plaszczyzny zawierajacej prosta szukang w punkcie drugim. na
ktorej leza proste szukane w punkcie pierwszym. Trzeba jeszcze pokazaé, ze jest jakas warstwa tej pod-
przestrzeni, ktora przecina obydwie plaszczyzny. Wyznaczamy ja korzystajac z nastepujacego lematu.

Lemat. Niech P, = ¢; + Ly oraz P> = ¢35 + Ly beda dwiema roztacznymi plaszczyznami w przestrzeni
euklidesowej oraz niech

—

ci1c2 = Y1 + Y2 + 2,

gdzie
e y; + yo jest rzutem prostopadtym cics na Ly + Lo,
o z 1y,
e y1 € Ly oraz ys € Lo

Wéwczas prosta
c1+y1 + hn(z)

przecina P; w punkcie ¢; + y; oraz P, w punkcie co — yo.

Wymiar, o ktérym mowa w punkcie trzecim wynosi dim(P N L) + 1.



Zadanie 4. (30p) Rozwazmy krzywa H w R3 zadana w standardowym uktadzie bazowym réwnaniami
2 — Moy +y* +4x+4y+4=0, 2=0.

(15p) ZnajdZ typ afiniczny krzywej H i taki uklad bazowy w R®, w ktérym krzywa H opisana jest
réwnaniem w postaci kanonicznej. Czy istnieje takie ¢ € R oraz taka plaszczyzna 7 C R3, dla
ktérych H bylaby tego samego typu afinicznego, co krzywa S; N 7, gdzie powierzchnia S; C R3
dana jest w standardowym ukladzie bazowym réwnaniem 4zy — txz + 2tyz —x — 2y +t+ 1 =07

(15p) Rozwaz ciag zadany rekurencja 1 = 9 = 1, 240 = 14da, 41 — 2, — 4, dla kazdego n € N. Wyznacz
wszystkie pary (xy,x;) wyrazow tego ciagu takie, ze (x, z;,0) € H. Wywnioskuj stad, ze wszystkie
wyrazy ciagu (x,) sa kwadratami liczb catkowitych.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze:

4\* 16
:c214xy+y2+4:c+4y+4(x7y+2)248y2+32y(x7y+2)2<4\/§y\/§> +5 =0

A zatem dzielgc stronami przez 16/3 mamy:

(ﬁ Wi VA

- — —

2
- —1)2+1=0.
1 Y 2) By—=1)"+1=0

A zatem rozwazana krzywa jest hiperbola.

Zauwazmy dalej, ze:
day —twz 4 2tyz —x — 2y +t + 1 = (4o + 4y + 2tz — 3)* — (4o — 4y + 2tz — 1)® — 16tz + 8 = 0.

A zatem dla t # 0 powierzchnia S; jest paraboloida hiperboliczng. Dla ¢ = 0 jest natomiast walcem
hiperbolicznym. Oczywiscie obydwie te krzywe maja przekroje hiperboliczne: dla powierzchni S opisanej
réwnaniem y7 — y3 + 1 = 0 jest to np. przekréj powstaly po przecieciu S z plaszcezyzna yz = 0, za$
dla powierzchni S’ opisanej réwnaniem z? — 22 + z3 = 0 przekréj hiperboliczny powstaje po przecieciu
z plaszczyzna zz = 1. Oczywiscie dowolne dwie hiperbole lezace na dwdch plaszczyznach zanurzonych
dowolnie w przestrzeni afinicznej R? sa afinicznie réwnowazne.

Rozwiazanie drugiej czesci jest w zasadzie natychmiastowe, ale sztuczkowe (ta czesé pochodzi z Olimpiady
w Bulgarii w 1987 r.). Zauwazmy, ze kladac Q(z,y) = 2?2 — 142y + y? + 42 + 4y + 4 mamy:

Q(xn+2a mn+1) = Q(14xn+1 — Tn — 47xn+1) = Q(-rn+17$n)'

Skoro za$ Q(z2,2z1) = Q(1,1) = 0, to mamy Q(x,41,2,) = 0. Z symetrii mamy tez Q(zn,zn+1) = 0.
A zatem y = z,, oraz y = T,42 sa jedynymi rozwiazaniami réwnania kwadratowego:

0=Q@n+1,y) =¥* + (4 — Mz 1)y + (Tpi1 +2)°.

W wzoréw Viete’a mamy:
2
Tp * Tp42 = (xn-i-l + 2) .

A zatem z, 5 jest kwadratem wtedy i tylko wtedy, gdy x, nim jest. Skoro jednak x1,zs sa kwadratami,
to takze pozostate wyrazy tego ciggu sa kwadratami. |



Zadanie 5a. (10p)
Dla n > 2 macierz A = (a;5) € M, (R) nazywamy dobra, jesli A jest symetryczna i jej wyrazy spelniaja
warunki

|Cl,ij — ﬂ‘ <1

dla wszystkich 1 < < n. Pokaz, ze najwieksza warto$é wlasna macierzy A jest w przedziale
[n(n —1),n(n+1)].

Dla kazdego ¢ € [n(n—1),n(n+1)] wskaz taka dobra macierz w M, (R), ktérej najwieksza warto$é wlasna
roéwna jest t.

ROZWIAZANIE. Niech x T( L,...,1)T. Wéwczas |z|| = 1 oraz
rAzT = Za”/l (n—1)-n*>=(n—1)n.
n
4,j=1
Wiemy natomiast, ze najwicksza warto$¢ wlasna to maksimum z wartosci zAz?, dla |z| = 1.
Z drugiej strony, wezmy wektor wlasny v = (v1,...,v,) odpowiadajacy najwiekszej wartosci wlasnej

A(A) i niech M = maxigj<n |vi] > 0. Wowezas:

M= Zaijv] Zaw|vj| (n+1)M = A(A) <n(n+1).
— =

Biorac A; = (ai;) = t/n, dlakazdego i, j, dostajemy wielokrotno$é dobrze znanej macierzy J o najwickszej
wartodci wlasnej réwnej n, czyli A(A;) = ¢. |

Zadanie 5d. (10p) Wykaz, ze sygnatura macierzy A, = (a;;) € M, (R) réwna jest 0, gdzie:
ajj = P .
min(i,j), |i—jl=1.

ROZWIAZANIE. Mamy:

n—1

n—1 0
wiec nietrudno pokazaé, ze ktadac f,,(\) = det(A\[,, — 4,,) mamy
FasrN) = MuX) =02 fama V), (9)

przy czym fo = 1 oraz (formalnie wezmy) f_; = 0. Twierdzimy, ze stopien kazdego jednomianu w f,
ma taka sama parzystos¢ jak m oraz, ze f, ma niezerowy wyraz stopnia k dla wszystkich 1 < k < n,
ze k = n (mod 2), na przyklad: f;(\) = A*—14A2—9. Dowdd to latwa indukcja korzystajacy z formuty (O).

Jesli n jest parzyste, wéwczas f,(0) # 0 (bo wielomian ma niezerowy wyraz wolny). Co wiecej mamy
fn(A) =0 <= fu(=X) =0, wiec A, nie ma wartosci wlasnej 0 oraz ma po n/2 dodatnich i ujemnych
wartosci wlasnych. Jej sygnatura wynosi wiec 0.

Jesli n jest nieparzyste, wowczas f,,(0) = 0 oraz jesli przyjmiemy

fn(/\) =X gn(>‘)7

to g, ma stopien parzysty i jedyne jego niezerowe wyrazy sa parzystego stopnia. A zatem g, ma dokladnie
(n—1)/2 ujemnych i dodatnich warto$ci wlasnych (i nie ma zerowej). A zatem macierz A,, ma tyle samo
dodatnich i ujemnych wartoéci wlasnych. |



Zadanie 6. (40p) Dla formy kwadratowej ¢ na R™ wprowadzamy oznaczenie:
Zy = {z € R" |q(z) = 0}.

Méwimy tez, ze formy kwadratowe ¢p, g2 na przestrzeni R™ sa wspolnie diagonalizowalne, jesli istnieje
baza A przestrzeni R™ taka, ze G(q1;.A) oraz G(gz2;.A) sa diagonalne.

(15p) Niech ¢, r beda nieujemnie okreslonymi formami kwadratowymi na R™ takimi, ze Z, C Z,. Pokaz,
ze r,q sa wspOlnie diagonalizowalne.

(20p) Niech ¢, r beda formami kwadratowymi na R" przy czym ¢ jest forma nieokreslong oraz Z, C Z,.
Pokaz, ze istnieje A € R takie, ze A\qg = 7.

(5p) Wskaz przyktad pary form kwadratowych ¢, r na R™ takich, ze ¢ jest nieujemnie okreslona, Z, C Z,,
ale ¢, nie sg wspdlnie diagonalizowalne.

Pierwsza cz¢sé zadania zachodzi réwniez bez zalozenia, ze Z, C Z, (jesli zalozymy, ze choé jedna z form
jest dodatnio okreslona, wéwczas rozumowanie nie przedstawia wigkszych trudnosci). Natomiast dowody
przedstawionych tu postulatéw mozna znalezé w artykule Johna H. Eltona: Indefinite Quadratic Forms
and the Invariance of the Interval in Special Relativity,The American Mathematical Monthly, Vol. 117,
No. 6 (June-July 2010), pp. 540-547. Rezultat ten, jak wskazuje tytul, ma zwiazek z fizyka i podstawami
teorii wzglednosci. Zachecam (po zalogowaniu sie za pomoca karty bibliotecznej) do zapoznania sie z tym
artykutem pod adresem: https://www. jstor.org/stable/10.4169/000298910x492826.

Warto w tym kontekécie zapoznaé si¢ réwniez z artykulem:
https://galileo-unbound.blog/2021/04/24/hermann-minkowskis-spacetime-the-theory-that-einstein-overlooked/.



