GAL IT* Egzamin, 14 czerwca 2021

Uwaga: tekst ma dwie strony. Rozwiazania skladaja Panstwo tylko na Moodle.

Zadanie 1. (30p) Rozwazmy macierz A € M,(C) postaci:

0 4 1 -2
-1 4 0 -1
A= 0 01 0
-1 3 0 0

(15p) Wyznacz postaé Jordana macierzy A i baze, w ktérej endomorfizm ¢ przestrzeni C* dany w bazie
standardowej macierza A ma postaé¢ Jordana.

(5p) Wyznacz wielomian minimalny endomorfizmu ¢.

(10p) Niech ¢ bedzie endomorfizmem skoniczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V' nad cialem K.
Niech Wi,..., Wy beda ¢-niezmienniczymi podprzestrzeniami V' takimi, ze V = W + ... + Wj.
Niech m; beda wielomianami minimalnymi endomorfizméw ¢|y, przestrzeni W;, dla ¢ = 1,... k.
Pokaz, ze wielomian minimalny ¢ réwny jest najmniejszej wspélnej wielokrotnosci myq, ..., myg.

Zadanie 2. (30p) Rozwazmy przestrzen euklidesowa V = (M, (R),(,)), gdzie (A, B) = tr(ABT), dla
dowolnych A, B € M, (R). Rozwazmy przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — V zadane wzorem

(10p) Pokaz, ze ¢ jest rzutem i wyznacz obraz ¢.

(5p) Pokaz, ze ¢ jest endomorfizmem samosprzezonym przestrzeni V.

(5p) Znajdz baze prostopadla V, w ktérej ¢ ma macierz diagonalna.

(10p) Niech v bedzie rzutem w przestrzeni euklidesowej (W, h). Wykaz, ze 9 jest rzutem prostopadlym
(na swdj obraz) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest endomorfizmem samosprzezonym.

Zadanie 3. (30p) W przestrzeni afinicznej R5 ze standardowym iloczynem skalarnym dane sa dwie
plaszczyzny:

—3x1+ 2z + 23 — 224 +25 = —14
Pl = (37772a4a 73) +hn((275743573)7<4a5a67373))3 PQ : 6371 — X2 —4$3+2$4 — 5 =16
2x1 — x9 + 214 — 375 =26

(10p) ZnajdZ réwnanie dowolnej prostej prostopadlej jednocze$nie do Py oraz do Ps, przecinajacej te
plaszczyzny.

(10p) Opisz uktadem réwnan podprzestrzen afiniczng X C R® zlozona z punktéw, przez ktére przechodzi
prosta prostopadta jednoczeénie do P; oraz do P, przecinajaca te ptaszczyzny.

(10p) Wyznacz wymiar podprzestrzeni afinicznej Y okreslonej w sposéb analogiczny do X dla dowolnych
plaszczyzn afinicznych P, L zawartych w R5. Odpowied? uzasadnij,

Zadanie 4. (30p) Rozwazmy krzywa H w R3 zadana w standardowym uktadzie bazowym réwnaniami
2?2 — Moy +y? +4x4+4y+4=0, 2=0.

(15p) Znajdz typ afiniczny krzywej H i taki uklad bazowy w R3, w ktérym krzywa H opisana jest
réwnaniem w postaci kanonicznej. Czy istnieje takie ¢ € R oraz taka plaszczyzna © C R3, dla
ktérych H bylaby tego samego typu afinicznego, co krzywa S; N m, gdzie powierzchnia S; C R3
dana jest w standardowym ukladzie bazowym réwnaniem 4zy — txz + 2tyz —x — 2y +t+ 1 =07

(15p) Rozwaz ciag zadany rekurencja @1 = 23 = 1, p4o = 142,11 — x, — 4, dla kazdego n € N. Wyznacz
wszystkie pary (zy, x;) wyrazéw tego ciagu takie, ze (x,x;,0) € H. Wywnioskuj stad, ze wszystkie
wyrazy ciggu (x,) sa kwadratami liczb catkowitych.



Zadanie 5a. (10p)
Dla n > 2 macierz A = (a;5) € M, (R) nazywamy dobra, jesli A jest symetryczna i jej wyrazy spelniaja
warunki

|aij —n[ <1,

dla wszystkich 1 < i,j < n. Pokaz, ze najwieksza warto$¢ wlasna macierzy A jest w przedziale
[n(n—1),n(n+ 1)].

Dla kazdego ¢ € [n(n—1),n(n+1)] wskaz taka dobra macierz w M, (R), ktérej najwieksza warto$é wlasna
roéwna jest t.

Zadanie 5b. (10p) ZnajdZ macierz unitarna U taka, ze U* AU jest diagonalna, gdzie:

5 0 4
A=|0 1 —4i| € My(C).
—4i 4 3

Zadanie 5c. (10p) Niech (H,{(,)) bedzie przestrzeniag euklidesowa afiniczna. Pokaz, ze dla dowolnego
uktadu punktéw q, p1,po, ..., Pk, 71,72, ..., przestrzeni H, gdzie k,l > 1 zachodzi nieréwno$c¢:

k+1
( I >Ak+l(qaplap23 ce ey PEST1, T2, .,7‘[) < Ak(Qaplap%' .. 7pk) ! Al(erlar%' . 'arl)a

gdzie Ag(xg,x1,...,%s) jest s-wymiarowa miara sympleksu rozpietego na punktach zg,x1,...,Zs.
Kiedy w powyzszej nieréwnosci zachodzi rownosé?

Zadanie 5d. (10p) Wykaz, ze sygnatura macierzy A, = (a;;) € M, (R) réwna jest 0, gdzie:
Qij = c e .
min(i, j), Ji - j = 1.
Zadanie 6. (40p) Dla formy kwadratowej ¢ na R™ wprowadzamy oznaczenie:
Zy = {z € R" | q(z) = 0}.

Méwimy tez, ze formy kwadratowe ¢p, g2 na przestrzeni R™ sa wspoélnie diagonalizowalne, jesli istnieje
baza A przestrzeni R™ taka, ze G(q1;.A) oraz G(g2;.A) sa diagonalne.

(15p) Niech ¢, r beda nieujemnie okreslonymi formami kwadratowymi na R™ takimi, ze Z, C Z,. Pokaz,
ze r,q sa wspOlnie diagonalizowalne.

20p) Niech ¢,r beda formami kwadratowymi na R™ przy czym ¢ jest forma nieokreslona oraz Z, C Z,.
cdaq y y Czy J a Q q
Pokaz, ze istnieje A € R takie, ze \g = .

(5p) Wskaz przyklad pary form kwadratowych ¢, r na R™ takich, ze ¢ jest nieujemnie okreslona, Z, C Z,,
ale ¢, r nie sa wspélnie diagonalizowalne.



