Zadania przygotowawcze do I kolokwium GAL II*

1 Endomorfizmy
1.1 Niech ¢ : R? — R? bedzie zadane wzorem ¢(x,y) = (x + 2y, +y). Znalezé wzér na ¢™(1,0).

1.2 O przeksztalcenu ¢ : K” — K7 wiemy:
— wielomian charakterystyczny jest réwny (z — 1)3(x — 2)4,
— wymiar obrazu (¢ — 2 1d)? jest wiekszy od 3,
— wymiary przestrzeni wlasnych dim(V;) = dim(V3) = 2.
Jaka posta¢ Jordana ma ¢?

1.3 Niech ¢ : K® — K® bedzie przeksztalceniem zadanym w bazie standardowej przez macierz

-2 1 1 0 O
1 2 -1 0 0
-2 2 1 0 O
-6 -6 5 -1 1
-2 2 2 0 -1

Znalez¢é baze Jordana dla ¢. Odpowiedz uzaleznié od charakterystyki ciala.

1.4 Zalézmy, ze char(K) # 3. Niech ¢ : K* — K* bedzie przeksztalceniem zadanym w bazie standardowej
przez macierz
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Zmnalez¢ baze Jordana dla ¢.

1.5 Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem liczb rzeczywistych. Dany jest endomorfizm ¢ : V — V.
Udowodnié, ze jesli dimV > 3 to V zawiera podprzestrzen ¢ — niezmiennicza W taka, ze 0 < dimW < dimV'.

1.6 Niech V bedzie przestrzenia liniowa (nad dowolnym cialem), ¢ € End(V). Zalézmy, ze W jest pod-
przestrzenia niezmiennicza. Niech
wy bedzie wielomianem minimalnym ¢,
pw bedzie wielomianem minimalnym ¢y : W — W,
pv/w bedzie wielomianem minimalnym przeksztalcenia indukowanego @ : V/W — V/W.
a) Udowodni¢, ze py dzieli iloczyn pw py -
b) Udowodnié, ze jesli uw i pry/p nie maja wspdlnych czynnikéw, to py = pw iy w-
c) Poda¢ przyklad dla ktérego py # pw py -

1.7 Dane jest przeksztalcenie ¢ : K” — K’. Wiemy, ze wartosci wlasne ¢ to 11 2. Ponadto wiemy, ze
1) dim(ker(¢ — Id)) =2, dim(ker((¢p — Id)?)) = 4,
2) dim(ker(¢ — 2Id)) =1, dim(ker((¢ —21d)?)) = 2.
Jakiej postaci Jordana moze by¢ macierz ¢?

1.8 Zalézmy, ze K jest cialem algebraicznie domknietym. (Wersja tatwiejsza K = C.) Niech ¢ : V' — V bedzie
przeksztalceniem spelniajacym ¢* = Id dla pewnego k niepodzielnego przez char(K). Udowodnié, ze w pewnej
bazie macierz ¢ jest diagonalizowalna.

1.9 Niech A € M,,(C) oraz B € M,,,(C). Pokazaé, ze jesli specc(A) Nspecc(B) = 0, to jedynym rozwiazaniem
réwnania macierzowego AX = X B jest macierz zerowa rozmiaréw n X m.

1.10 Niech A, B € M,,(C). Pokazaé, ze jesli AB+ BA = 0 oraz réwnanie AX + X A = B ma rozwiazanie, dla
pewnej macierzy X € M, (C), to macierz B jest nilpotentna.



1.11 Niech A € M,,(C) oraz A # 0. Okreslamy przeksztalcenie liniowe T4 : M,,(C) — M,,(C) wzorem
Ta(X) = AX — XA, dla X € M,(C).
Pokazac, ze:
(a) dla macierzy B # 0 mamy AB = BA wtedy i tylko wtedy, gdy TaTp = TpTa4,
(b)* jesli macierz A jest diagonalizowalna, to takze endomorfizm T} jest diagonalizowalny,

1.12 Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje macierz A € M, x,(R) taka, ze A% = A+ I oraz ze dla
kazdej takiej macierzy, det A > 0.

Wskazéwka: rzeczywista wartosé wlasna jest dodatnia, a nierzeczywiste wystapia w tej samej krotnosci.

1.13 Niech V bedzie przestrzenia liniowa skoriczonego wymiaru. Dane przeksztalcenia liniowe f,g: V — V
takie, ze fg = gf. Ponadto V jest cykliczna ze wzgledu na f (to znaczy istnieje taki wektor v € V, ze zbidr
{v, f(v), f2(v),...} rozpina przestrzeii V . Wykaz, ze g = W(f) dla pewnego wielomianu W.

2 Przestrzenie afiniczne
2.1 Niech char(K) = 0. Dane proste afiniczne w K3:
Py =1[0,0,0] +lin{(1,1,1)}, Py = [4,2,0] + lin{(0,0,1)},

Ly =[~1,0,0] +lin{(0,0,1)}, Ly =[1,0,0] + lin{(0,1,0)}

oraz punkty ¢ = (5,4,5) irs = [s,0,0] (zalezny od parametru s € K). Dla jakiego s istnieje izomorfizm afiniczny
przeksztalcajacy P; na L; (i = 1,2) oraz ¢ na rs?

2.2 Niech F bedzie przestrzenia afiniczna, a Fy i Fo podprzestrzeniami. Zalézmy, ze TE = TF| + TF.
Udowodni¢, ze Fy N Fy # (). Wyrazi¢ wymiar F; N F za pomoca dim(Fy), dim(F») i dim(E).

2.3 Dane dwie podprzestrzenie afiniczne F i F' wymiaru n w K?**1. Zalézmy, e sa one polozone skoénie (tzn.
TENTF ={0}1i ENF =0). Ponadto dany punkt p nie nalezacy do zadnej z tych podprzestrzeni.
a) Ile jest prostych afinicznych przechodzacych przez p i przecinajacych E oraz F'?
b) Czy kazda taka konfiguracje (para przestrzeni i punkt) mozna przeksztalcié afinicznie na dowolng inna?

2.4 Niech ¢ : K® — K" bedzie przeksztalceniem afinicznym. Zalézmy, ze dla kazdej pary punktéw p,q € K"
takich, ze p # ¢(p) oraz q # ¢(q) proste L(p, #(p)) oraz L(q, ¢(q)) sa réwnolegle. Pokazaé, ze:

(a) jesli ¢ # id oraz ¢ ma punkt staly, to wszystkie punkty stale ¢ tworza hiperptaszczyzne w K",
(b) jesdli ¢ nie ma punktéw statych to musi byc translacja tj. T'¢ = id.

2.5 Dane jest przeksztalcenie afiniczne ¢ : R? — R? speliajace:
f([2,2,3]) = [3,0,4],
f([1,2,4]) = [3,3,5],
£(11.2,3]) = [0,2,2];
f([1,3,3]) = [2,5,3].
Poda¢ wzér analityczny. Znalezé punkty, proste i ptaszczyzny niezmiennicze.

D f ma dwie catkowite wartoci wtasne.

2.6 Niech E bedzie przestrzenia afiniczna. Wykazaé, ze dwie pary rozitacznych podprzestrzeni afinicznych
(Hy,Hz) i (H{, H)) sa afinicznie réwnowazne ( to znaczy istnieje izomorfizma afiniczny E — E dla ktérego
f(H;) =H],i=1,2) wtedy i tylko wtedy gdy:

dimH; = dimH], dimHs =dimH5 oraz dimaf(H; U Hy) = dimaf(H; U HY).

2.7 Niech ¢ : R™ — R" bedzie przeksztalceniem afinicznym bez punktéw staltych danym wzorem ¢(x) = Az+a,
dla pewnej macierzy A € M, (R). Dla v # 0 rozwazamy zbiér H, = {x € R" : Az +a = z + v} (ma to sens,
bo punkty przestrzeni afinicznej traktujemy jak wektory z R™). Pokazaé, ze H, to podprzestrzen afiniczna R".
Pokazaé, ze ¢(H,) C H, wtedy i tylko wtedy gdy a = v + u, gdzie v € ker(g),u € im(g), oraz g(z) = (A —I)x.



3 Przestrzenie rzutowe

3.1 Odwzorowanie ¢ : P? — P® dane jest wzorem:

O([xo : x1 2 z2]) = [56(2] T XToT1 ¢ Tox x% AT x%]
Pokazaé, ze ¢p(P?) = Va9, gdzie Voo C P9 jest wspélnym zbiorem zer wielomianéw:
Tox] — x%, 2025 — 2473, 2072 — 23, 2325 — 2471, 23272 — 2475, X122 — zg.
3.2 Odwzorowanie ¢ : P — P? dane jest wzorem:
o([zo; 1)) = [wd - 2l ey o 2d).

Pokazaé, ze krzywa V; 4 = #(P!) nie jest zawarta w zadnej podprzestrzeni liniowej przestrzeni P?.

Uwaga. Odwzorowania wystepujace w dwdch powyzszych zadaniach sa szczegolnymi przypadkami tzw. odw-
zorowania Veronese. Powierzchnia Voo 1 krzywe Vi 4 to szczegdlne przypadki tzw. rozmaitosci Veronese.

3.3 Dane cztery proste w K2. Zalézmy, ze zadne trzy z tych prostych nie przecinaja sie w jednym punkcie,
oraz zadne trzy nie sa réwnolegle. Udowodnié, ze istnieje przeksztalcenie rzutowe przeprowadzajace te proste
na uklad

L1 = {(xl,xg) S K2 X1 = 0}, Lo = {(xl,xg) S K2 X1 = 1},

L3:{(x1,x2) €K2 : .%'2:0}, L4:{(x1,x2) €K2 : .%'2:1}.
3.4 Dana kwadryka w R? opisana réwnaniem: 3 + 8z — 8y + 22y — 5y? = 07 Znalez¢ wspélrzedne rzutowe

(u,v) = (u(w,y),v(x,y)), w ktérych kawdryka ma postaé¢ u? + v? = 1, lub uzasadnié, Ze nie istnieja takie
wspolrzedne.

4 Formy dwuliniowe

4.1 Dane macierze:

-3 0 3 0 10 2 -2 35 —25
Al_(o —2)’ A2_<0 2)’ A3_<0 1)’ A4_<—2 5)’ A5_<—25 35)'

Ktére z tych macierzy sa kongruentne nad Q? (Mdwimy, ze A i B sa kongruentne nad Q jesli istnieje macierz
odwracalna C' o wspdtczynnikach wymiernych taka, e A = CTBC.)

2 20 0 0 2 30 0
4.2 Dane sa macierze {2 0 2], {0 1 0]Ji [0 1 0 |. Nad ktérymi z nastepujacych cial powyzsze
0 20 2 00 00 -3
macierze sa kongruentne: Q, Q(v/2), R, C?

4.3 Niech ¢ bedzie dwuliniowa forma na przestrzeni liniowej K* zadana w bazie standardowej przez macierz

00 21
00 1 2
2 1 11
1 2 11
Czy istnieje baza, w ktérej forma ¢ ma macierz
01 00
1 000 9
0 001
0010

Jesli tak, to znalezé taka baze. Odpowiedz uzalezni¢ od wlasnosci ciata K.

4.4 Niech (V,&) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, dimV = 6, z dwuliniowa forma nieosobliwa, a
W C V jej tréjwymiarowa podprzestrzenia, catkowicie zdegenerowana. Czy wynika z tego, ze W = W=?



4.5 Czy ponizsze dwie macierze symetryczne A, B € M3y 3(Zs) moga by¢ macierzami tej samej formy dwulin-
iowej &, tylko w réznych bazach przestrzeni Z3? Odpowiedz uzasadnié.

3 21 1 11
A=12 0 1 B=1110
1 11 1 0 3

4.6 Dana jest symetryczna forma kwadratowa w R®. Wyznaczniki kolejnych kwadratowych podmacierzy
umieszczonych w lewym gérnym rogu sa nastepujace: — + 00 0 4. Jakiego typu moze by¢ ta forma?

4.7 Cgzy istnieje macierz rzeczywista symetryczna 4 X 4, ktérej znaki minoréw sa nastepujace?
a) —, +,0, —
b) —,+,0, +
Czy znamy sygnature tej macierzy?

4.8 Niech ¢ bedzie niezdegenerowana dwuliniowa forma symetryczna na przestrzeni liniowej V. Zalézmy, ze
istnieje podprzestrzeni liniowa W C V o wlasnosci W = W+. Udowodnié, ze wtedy V jest parzystego wymiaru

I .
i w pewnej bazie ¢ ma macierz o postaci klatkowej <? 0> , gdzie I jest macierza jednostkowa rozmiaru dlmT(V).

4.9 Niech A bedzie symetryczna niezdegenerowana macierza kwadratowa o wyrazach wymiernych. Udowodnié,

ze magcierze
A 0 I 0
0 —A oraz 0 _JI

sa kongruentne nad Q. (Powyzej macierz I oznacza macierz jednowtkowa rozmiaru A.)

5 Proste pytania, odpowiedzi na ktére nalezy krétko uzasadnicé

A. Dana jest skoriczenie wymiarowa przestrzen liniowa V nad ciaem C i endomorfizm ¢ : V. — V. Wiadomo, ze
» ma tylko dwie wartosci wlasne 01 1,

dim(ker(¢?)) < dim(ker(¢?)) = dim(ker(¢?))

oraz

dim(ker (o — Id)) < dim(ker((¢ — Id)?)) = dim(ker((¢ — Id)?)).
Jaki jest wielomian minimalny ¢?

B. Niech ¢ : R? — R? bedzie przeksztalceniem spelniajacym @3 = Id, ¢ # Id. Jaki jest wielomian charak-
terystyczny 7

C. Znalezé czeéé polprosta z rozktadu Jordana-Chevalleya endomorfizmu ¢ € End(CY),

(21, 22, 23, 24, 25, 26, 27) = (27, 21, 22, 23, 24, 25, %6) -

D. Dana jest prosta afiniczna L C Zg. Ile jest plaszczyzn afinicznych w Zé niezawierajacych L7

E. Czy ztozenie dwéch rzutowan w przestrzeni afinicznej moze nie mie¢ punktu stalego?



