I kolokwium GAL IT*
19.04.2018 r. Czas: 180min.

Zadanie 1 (6x10p) Nalezy udzieli¢ odpowiedzi z krétkim uzasadnieniem.

(a) Dane jest przeksztalcenie liniowe f € End(R3). Wiadomo przy tym, ze f3 + f = 01 f3 # 0. Jaki jest
wielomian charakterystyczny tego przeksztalcenia?

(b) Dane sa przeksztalcenia liniowe f,g € End(V), przy czym dim(V) < oco. Wiemy, ze fg = gf oraz f jest
diagonalizowalne, za$ g nilpotentne. Wyrazié¢ spec(f + g) za pomoca spec(f) i spec(g).

(c) Niech f bedzie przeksztalceniem przestrzeni afinicznej spetiajacym f7 = id. Czy f ma punkt staly?
(d) Tle jest prostych w P3(Z7)?

(e) Dana jest macierz symetryczna A € Msy5(Q). Wyznaczniki kolejnych minoréw gléwnych A sa réwne 1/2,
4/5, -3, 7/8, 0. Podaé przyklad macierzy diagonalnej o wspélczynnikach z Z, ktéra jest kongruentna nad Q z A.

(f) Dany jest zbiér Q zadany réwnaniem z? + 19 + 23 + x% — 22 + 2516 = 0 w RS oraz przestrzen liniowa
W C Q. Jaki moze byé maksymalnie wymiar W?

Zadanie 2 (40p)
Dane jest przeksztalcenie ¢ : K® — K8 Wiemy, ze wartosci wlasne ¢ to 1 i 2. Ponadto wiemy, ze

1) dim(ker(¢ — Id)) =2, dim(ker((¢ —Id)?)) <4,
2) dim(ker(¢ —2Id)) =1, dim(ker((¢ — 2Id)3)) = 2.
Jak moga wyglada¢ macierze ¢ w bazach Jordana tego endomorfizmu?

Zadanie 3 (50p)
Przeksztalcenie afiniczne f : R? — R? przeprowadza punkty

b= (37273)7 b2 = (43273)7 b3 = (Sa 3> 3)a P4 = (37274)
na odpowiednio

f(p1> = (_57 2, 4)7 f(pQ) = (_87 274)7 f(p3) = (_47 _174)7 f(p4) = (_57 2, 5)
Zmnalezé punkty stale oraz proste i ptaszczyzny niezmiennicze przy przeksztalceniu f.

Zadanie 4 (50p)

Dane sg 4 proste w P3(R), ktére sa parami roziaczne.

a) zalézmy, ze trzy z nich sa zawarte w kwadryce opisanej rownaniem zgzs —x122 = 0, a czwarta nie jest zawarta
w tej kwadryce. Ile jest réznych prostych w P3(R) przecinajacych te dane cztery proste?

b) Udowodnié, ze liczba réznych prostych przecinajacych cztery dane (parami roztaczne) proste w P3(R) jest
rowna conajwyzej dwa, albo jest nieskonczona.

Zadanie 5 (50p)

Niech ¢ bedzie niezdegenerowana symetryczna forma 2-liniowa w R™. Przypusémy, ze istnieje podprzestrzen
W C R™, taka ze W+ = W. Dana jest baza a, ..., a,;, przestrzeni W.

1) Wykazaé, ze n = 2m.

2) Wykazaé, ze aq,a, ..., q, mozna dopemié do bazy R™:

a17a27'-->ama617ﬁ27'"aﬁm7 gdzienzZm,

tak, ze

O(Bi,B;) =0, oraz  ¢(ai, B;) = 57



