Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej éwiczenia

GAL z % 2017 — Kolokwium I (1)

Zadanie 1. (10pt = 5 x 2pt )
Proste pytania, odpowiedzi na ktére nalezy krétko uzasadnié:

A. Dana jest skoriczenie wymiarowa przestrzen liniowa V nad ciaem C i endomorfizm ¢ : V' — V. Wiadomo, ze
 ma tylko dwie wartosci wiasne 01 1,

dim(ker(¢?)) < dim(ker(¢®)) = dim(ker(¢?))
oraz
dim(ker (¢ — Id)) < dim(ker((¢ — Id)?)) = dim(ker((¢ — 1d)3)).
Jaki jest wielomian minimalny ¢?

Odpowiedz: Najwieksza klatka Jordana z wartoé¢ia wlasna 0 ma rozmiar 3.
Najwieksza klatka Jordana z wartocia wlasna 1 ma rozmiar 2.
Zatem p(t) = t3(t — 1)2.

B. Niech ¢ : R? — R? bedzie przeksztalceniem spelniajacym @3 = Id, ¢ # Id. Jaki jest wielomian charak-
terystyczny 7

Odpowiedz:

Wielomian f(t) = (3 — 1) rozkada sie nad R na czynniki (¢t — 1)(t?> + ¢ + 1). Wielomian minimalny dzieli f(t).
Zatem u(t) =t —11ub u(t) =t +t+ 1. W pierwszym przypadku ¢ = Id, co jest wykluczone z zalozenia. W
drugim przypadku p(t) = t? 4+t + 1 jest wielomianem charakterystycznym bo deg(y) = dim V.

C. Znalez¢ czeéé polprosta z rozktadu Jordana-Chevalleya endomorfizmu ¢ € End(C"),

@(217 22,23, %4425, 26, 27) = (277 21,22, 23y %4, %5, ZG)'

Odpowiedz:
Mamy ¢” = Id, zatem endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny. Oznacza to, ze ¢ jest réwny swojej czesci pSlprostej.
D. Dana jest prosta afiniczna L C Zé. Ile jest ptaszczyzn afinicznych w Zg niezawierajacych L7

Odpowiedz: Wszystkich plaszczyzn jest

34— 3)
(32 -3)

#{3 punkty afinicznie niezalezne w Z3} C 33t - 1)(
#{3 punkty afinicznie niezalezne na plaszczyznie}  32(32 — 1)

Plaszczyzn zawierajacych prosta L jest tyle, ile kierunkéw w TE/TL tzn. (3% —1)/(3 — 1).
Odpowiedz 1170-13=1157.
E. Czy ztozenie dwéch rzutowan w przestrzeni afinicznej moze nie mie¢ punktu statego?

Odpowiedz: Tak, wystarczy wziaé¢ zlozenie rzutowan na proste réwnolegle. Rzutowania powinny mie¢ rézne
kierunki rzutowania.

Zadanie 2. (10pt)

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem liczb rzeczywistych. Dany jest endomorfizm ¢ : V. — V.
Udowodnié, ze jesli dimV > 3 to V' zawiera podprzestrzen ¢ — niezmiennicza W taka, ze 0 < dimW < dim V.

Odpowiedz: Zakladamy, ze V = R™. Jedli wielomian charakterystycny ma rzeczywista warto$¢ wlasna, to
szukang przestrzeniag niezmiennicza jest podprzestrzen rozpieta przez wektor wlasny.



Jedli wielomian charakterystycny ma zespolona, nierzeczywista wartosé¢ wiasna A, to rozpatrujemy rozszerzenie
@ na C" i tam znajdujemy wektor wiasny v. Wektor o sprzezonych wspétrzednych T jest wektorem wiasnym dla
A. Szukang przestrzenia niezmiennicza jest podprzestrzen rozpieta przez wektory

re(v) = $(v+7), im(v) = g5(v—"71).

Inne rozwiazanie (ladniejsze): Przypadek gdy ¢ nie ma rzeczywistej wartosci wlasnej. Niech u(t) bedzie
wielomianem minimalnym. Gdy u(t) jest rozkladalny, np u(t) = f(t)g(t), to f(p) nie jest izomorfizmem (gdyby
byl, to g(¢) = 0, co przeczy minimalnosci u(t)). Wtedy ker(f(p) jest szukana podprzestrzenia niezmiennicza.
Zostaje przypadek gdy mu(t) = (t — a)? + b?>. Wtedy przestrzeni rozpeta przez dowolny wektor v i p(v) jest
(p—niezmiennicza.

Zadanie 3. (10pt)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa (nad dowolnym cialem), ¢ € End(V'). Zalézmy, ze W jest podprzestrzenia
niezmiennicza. Niech

py bedzie wielomianem minimalnym ¢,

pw bedzie wielomianem minimalnym ¢y : W — W,

pvyw bedzie wielomianem minimalnym przeksztalcenia indukowanego @ : V/W — V/W.

a) Udowodni¢, ze py dzieli iloczyn pyw iy y -

b) Udowodni¢, ze jesli pw i py/w nie maja wspélnych czynnikéw, to py = pw py -

c) Poda¢ przyktad dla ktérego puy # pw py -

Odpowiedz: a) Mamy
pvyw (@) (V) C W, pw(e)(W) = {0}.
Stad
pw (@) (mvyw (@) (V) = {0},

Zatem py (t) dzieli iloczyn puyw (t)py w (t).

b) Mamy py (¢jw) = v (9)w = 0, wiec pw ()| pv (t).
Podobnie py (@) =0 € End(V/W) wiec pyw (t)| v ().

Skoro oba dzielniki sa wzglednie pierwsze, to ich iloczyn dzieli py (t). Z a) mamy réwnosé.

¢) Np V=K% W =1in{(1,0)}, ¢ = Id.
Zadanie 4. (10pt)

Dane jest przeksztalcenie afiniczne ¢ : R? - R3 spelniajace:
f([2,2,3]) = [3,0,4],
f([1,2,4]) = [3,3,5],
([ ]): [07272]7
f(, 3 3) =12,5,3].
Podaé¢ wzér analityczny. Znalezé punkty, proste i plaszczyzny niezmiennicze.

D f ma dwie calkowite wartoci wtasne.

Odpowiedz:
Macierza Dy w bazie stadardowej jest

w

[\)



Jej wielomianem charakterstycznym jest —(\ — 1)(\ — 4)? a postacia Jordana w bazie ay = (—1,-2,2), ag =
(5,—5,5), as = (1,3,0) jest

=
o o
AN

Posta¢ analityczna ¢ to
o([z,y,2]) =[-16+ 3z +2y+32,—5 — 22+ 3y + 2z, —11 4+ 2z + y + 3z].

Podprzestrzen H = p + T(H) jest ¢ niezmiennicza wtedy i tylko wtedy, gdy

L. w(p,p(p)) € T(H)

2. T(H) jest Dy liniowa podprzestrzenia niezmiennicza.

W naszym przypadku liniowe wtasciwe podprzestrzenie niezmiennicze, to Ey = {0}, F1 = lin{ay }, Fs = lin{as},
Es =lin{ag, as}, By = lin{ag, as}.

Wygodnie bedzie przeprowadzaé obliczenia w ukladzie bazowym [0, 0, 0], a1, a2, 3. Niech p = [0, 0, 0]+ i niech
Warunek 1) oznacza: w(p, p(p)) = (—16,—5,—11) + Dp(8) — § € E;. Niech (—16,—5, —11) = aa; + bag + cas.
Pozostawiajac czytelnikowi znalezienie tych wspélczynnikéw, zauwazmy tylko, ze a # 0. Jezeli § = x101 +
xToag + x3a3, to warunek 1) przyjmuje postaé:

(a,b,¢) + (0,39 + x3,323) € E;, 1=0,1,2,3,4.
Mamy wiec:
e (a,3x9+ x3+ b,3x3 + ¢) € {0}, co jest sprzeczne - nie ma wiec punktéw stalych.
3c+b c

e (a,3ry + 23+ 0,313 +¢) € lin{(1,0,0)} daje prosta niezmiennicza tag + *5~az — Sas.

e (a,3z2+x3+b,3x3+c) € 1in{(0,1,0)} co jest sprzeczne - nie ma wiec prostej niezmienniczej o przestrzeni
stycznej Fs.

e (a,3z9+ x3+ 0,323+ ¢) €lin{(1,0,0),(0,1,0)}, co oznacza zerowanie sie wyznacznika

a 3xo+x3+b 3x3+cC
det |1 0 0 =3x3+c=0
0 1 0

co daje niezmiennicza plaszczyzne H = [s,t, —5] o przestrzeni stycznej E3. Wracajac do wspéhrzednych
poczatkowych H = {say +tas — Sag | s,t € R} = {(FL — s+ 5¢, 22 — 25 — 5¢,2s + 5t) | 5,t € R}

e (a,3x9+ x3+ b,3x3+ ¢) € 1in{(0,1,0),(0,0,1)} co oznacza zerowanie sie wyznacznika

a 3x2+x3+b 3x3+c
det |0 1 0 =a=0
0 0 1

i jest to sprzeczne. Nie ma wiec niezmienniczej plaszczyzny o przestrzeni stycznej Fjy.

Szukanie plaszczyzn za pomoca sprzezonej przestrzeni rzutowej.
Wsp6lezynniki réwnaii niezmienniczych hipeplaszczyzn w P(R*), to wektory wiasne macierzy

1 -16 -5 -—11

0
0 AT ’
0



czyli (—16,0,3,3) (dla wartosci wlasnej 4), (1,0,0,0) (dla wartoéci wlasnej 1). Pierwszy wektor daje réwnanie
—16 + 3y + 3z = 0, drugi plaszczyzne w nieskoriczono$ci.

Zadanie 5. (10pt)

Niech E bedzie przestrzenia afiniczna. Wykazaé, ze dwie pary roztacznych podprzestrzeni afinicznych (H;, H2)
i (H1, H)) sa afinicznie réwnowazne ( to znaczy istnieje izomorfizma afiniczny E — E dla ktérego f(H;) = H],
i=1,2) wtedy i tylko wtedy gdy:

dim Hy; = dim H], dim Hy =dim H) oraz dimaf(Hy U Hs) = dimaf(H] U Hj) .

OdpowiedZz: = oczywiste.

Dowdd «: Niech H; = p; +V;, H! = p, + V/ dla i = 1,2. Niech:

a1, Qa, ..., oy, bedzie baza Vi N Vs,

081, B2, - - ., Bm bedzie dopelieniem do bazy V7,

V1,72, - - - s Yr bedzie dopelieniem do bazy Vs.

Wszystkie te wektory tworza baze Vi @ Vi, Wraz z wektorem w(p1, p2) dostajemy baze T(af(Hy U Hg)). (Z
zadnia domowego wiemy, ze dimaf(H; U Hy) = dim(V; + V3) + 1.) Caloéé dopelmiamy do bazy E wektorami
41,02, ...,ds. Podobnie postepujemy z przestrzeniami V{ i V. Szukane przeksztalcenie zdefiniowane jest przez
warunki ¢(p1) = pj, oraz Dy(a;) = o (i =1,...,n), Dp(B;) = B; (j=1,...,m), Do(y) =7, (k=1,...,7),
Dyp(0¢) = 2 (t=1,...,5), Dp(w(p1,p2)) = w(p,lapé)'



