Zadania przygotowawcze do I kolokwium GAL II*

1. Niech A bedzie macierza o m wierszach i n kolumnach, m > n. Zalézmy, ze A jest maksymalnego rzedu.

Udowodnié, ze det(AT A) # 0.

2. Dany ciag liczb naturalnych k; < ko < ...k,, oraz ciag parami réznych liczb rzeczywistych dodatnich

o, X1, X2, - .., Tn. Udowodni¢, ze znak wyznacznika macierzy
k’l k‘Q kn
1 2
Ty Tyt ... T
xh gk xhn

nie zalezy od ciagu k;.

3. Niech ¢ : K® — K5 bedzie przeksztalceniem zadanym w bazie standardowej przez macierz

-2 1 1 0 0
1 2 -1 0 0
-2 2 1 0 O
-6 -6 5 -1 1
-2 2 2 0 -1

Znalez¢ baze Jordana dla ¢. OdpowiedZ uzaleznié¢ od charakterystyki ciata.

4. Dane jest przeksztalcenie ¢ : K" — K”. Wiemy, ze wartoéci wlasne ¢ to 1 i 2. Ponadto wiemy, ze
1) dim(ker(¢ — Id)) =2, dim(ker((¢ — Id)?)) = 4,

2) dim(ker(¢ —2Id)) =1, dim(ker((¢ — 21d)?)) = 2.

Jakiej postaci Jordana moze by¢ macierz ¢7

5. Zal6zmy, ze K jest cialem algebraicznie domknietym. (Wersja latwiejsza K = C.) Niech ¢ : V' — V bedzie
przeksztalceniem spelniajacym ¢* = Id dla pewnego k niepodzielnego przez char(K). Udowodnié, ze w pewnej
bazie macierz ¢ jest diagonalizowalna.

6. Czwérka réznych punktéw A, B,C,D w przestrzeni afinicznej tworzy réwnoleglobok, jesli af(A, B) jest
réwnolegta do af(C, D) oraz af(A, D) jest réwnolegla do af(B,C). Zalézmy, ze char(K) # 2. Wykazaé, ze
3A+3C=131B+3D.

7. Dane dwie podprzestrzenie afiniczne E i F wymiaru n w K?"*1. Zalézmy, ze sa one potozone skognie (tzn.
TENTF ={0} 1 ENF =0). Ponadto dany punkt p nie nalezacy do zadnej z tych podprzestrzeni.

a) Ile jest prostych afinicznych przechodzacych przez p i przecinajacych E oraz F'?

b) Czy kazda taka konfiguracje (para przestrzeni i punkt) mozna przeksztalci¢ afinicznie na dowolng inna?

8. Dana antysymetryczna forma ¢ na V. Niech W C V bedzie podprzestrzenia, dim(W) = k. Zalézmy, ze ¢
zeruje sie na W, tzn. dla kazdych o, € W mamy ¢(«, ) = 0. Udowodnié, ze mozna znalezé baze Darboux
przestrzeni V taka, ze pierwszych k wektoréw rozpina W.

9. Dane macierze:

-3 0 30 10 2 -2 35 —25
Al_(o —2>’ A2_<o 2)’ A3_<0 1>’ A4_<—2 5)’ A5_<—25 35)'

Ktére z tych macierzy sa kongruentne nad Q? (Mdéwimy, ze A i B sq kongruentne nad Q jesli istnieje macierz
odwracalna C' o wspdtczynnikach wymiernych taka, ze A = CTBC.)

10. Czy istnieje macierz rzeczywista symetryczna 4 x 4, ktérej znaki minorow sa nastepujace?
a) —, +,0, —

b) —, +,0, +

Czy znamy sygnature tej macierzy?



