GAL II, Kolokwium 2 TEMAT A 23.05.2016

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na OD-
DZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE),
numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. [18 punktéw]
Dane sg formy dwuliniowe g oraz h na przestrzeni R® takie, ze forma ¢ zadana jest wzorem:
9((z1, 22, 3), (Y1, Y2, ¥3)) = 2191 +222y2 H3ys+s21y3+3z3y1, a w bazie A = {(0,1,0), (1,1,0), (1,1,1)}

1 0 1
forma h ma macierz G(h; A)=| 0 1 0
1 0 2

(a) Obliczyé G(h;st).
(b) Dla jakich s,t € R forma g jest symetryczna?
(c) Dla jakich s,t € R forma g jest iloczynem skalarnym?

2. [18 punktow]
wR* zadany jest standardowy iloczyn skalarny.

(a) Znalezé baze ortonormalng przestrzeni W = {(x1, za, z3,24) € R* | 21 — x2 + x3 — x4 = 0}.

(b) Znalezé uktad réwnan opisujacy przestrzen W-.

(c) Niech oy = (2,0, 1,t) iniech 3; bedzie rzutem prostopadtym wektora oy na prosta lin((1,1,1,1)).
Dla jakich t € R dlugoéé wektora 3 jest najmniejsza?

3. [10 punktéw]
Niech (V, <, >) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa, A jej baza ortonormalna i niech ¢ : V — V
bedzie przeksztalceniem liniowym. Niech A = M (cp)j. Wykazaé, ze:
© jest izometria przestrzeni (V,< , >) <= AT A jest macierza jednostkowa.



GAL II, Kolokwium 2 TEMAT A 23.05.2016

Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisa¢ na
oddzielnych kartkach. Kartka z tredcia zadan moze by¢ uzyta do wpisania rozwigzan zadania 5.

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby
zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktorej osoba zdajaca uczeszcza,
numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

4. [18 punktéw]

w R® zadany jest standardowy iloczyn skalarny.

(a) Dla jakich s € R przeksztalcenie f; : R® - R? zadane wzorem
fs((@1, 2, 23)) = +(sw2, 31 — a3, 421 + 3a3) jest izometrig?

(b) Niechp = (1,1,2)iniech M = {(z1,22,23) € R’ | 221 +x9 —x3 = T} oraz niech g bedzie rzutem
prostopadlym punktu p na plaszczyzne M. Niech g : R’ - R® bedzie izometria spelniajaca
warunki: g(p) = p oraz Vz € M ¢(z) € M. Wyznaczy¢ g(q).

(c) Dla jakich t € R istnieje izometria f : R® — R® spetiajaca: F((1,3,1)) =(0,1,2), £((3,2,3)) =
(t,3,4)? Dla kazdego takiego t podaé przyklad odpowiadajacej mu izometrii.

5. [kazde pytanie za 3 punkty]

(a) Dane sa macierze symetryczne A, B € M,,«,(R) spetiajace B = CT AC dla pewnej macierzy
odwracalnej C' € M, x,(R). Przypusémy, ze A spelnia kryterium Sylvestera: det A®) > 0 dla
i=1,...,n. Czy wynika stad, ze B spelnia kryterium Sylvestera?

(b) Niech A bedzie baza ortonormalna przestrzeni euklidesowej liniowej (V, < , >). Niech baza B
przestrzeni V bedzie zadana warunkiem M (id)é = (C, gdzie C jest macierzg ortogonalng. Czy
baza B tez jest ortonormalna?

(¢) Czy dla kazdych dwéch podprzestrzeni Hy, Ho przestrzeni euklidesowej afinicznej (H, < , >)
istnieje izometria f: H — H taka, ze Vz € Hy f(z) € Hy?



(d) Dana jest przestrzen euklidesowa liniowa (V,< , >) i przeksztalcenie liniowe ¢ : V. — V
speliajace Va € V (|lafl =1 = |¢(a)] = 1). Czy ¢ jest izometria?

(e) Niech (H,< , >) bedzie n—wymiarowa przestrzenia euklidesowa afiniczna i niech f : H — H
bedzie izomorfizmem afinicznym, ktéry zachowuje orientacje i zachowuje miare n—wymiarowych
réwnoleglo$cianéw. Ile wynosi det f/ 7

(f) Niech (V,< , >) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa i niech ¢ : V' — V bedzie endomorfi-
zmem diagonalizowalnym. Czy wynika stad, ze ¢ jest przeksztalceniem samosprzezonym?

6. [18 punktéw]
Niech (V, <, >) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa.
(a) Niech ¢ : V — V, ¢ : V — V beda przeksztalceniami samosprzezonymi przestrzeni (V, <, >)
i niech zlozenie 1 o ¢ bedzie rzutem. Czy wynika stad, ze zlozenie ¢ o1 tez jest rzutem?

(b) Pokazaé, ze jedli ¢ : V' — V jest przeksztalceniem liniowym takim, ze v o ¢ = ¢ i dla kazdego
a eV |p(a))] < |laf, to ¢ jest rzutem prostopadiym.
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Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na OD-
DZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE),
numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. [18 punktéw]
Dane sg formy dwuliniowe g oraz h na przestrzeni R® takie, ze forma ¢ zadana jest wzorem:
9((z1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = 2191 +3T2y2H3ys+201y3+sw3y1, a w bazie A = {(1,1,1),(0,1,1),(0,1,0)}
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(a) Obliczyé G(h;st).
(b) Dla jakich s,t € R forma g jest symetryczna?
(c) Dla jakich s,t € R forma g jest iloczynem skalarnym?

2. [18 punktow]
wR* zadany jest standardowy iloczyn skalarny.

(a) Znalezé baze ortonormalng przestrzeni W = {(x1, za, z3,24) € R* | 21 + 22 — x3 — x4 = 0}.

(b) Znalezé uktad réwnan opisujacy przestrzen W-.

(c) Niech oy = (2t,4,0,t?) iniech 3; bedzie rzutem prostopadlym wektora oy na prosta lin((1,1,1,1)).
Dla jakich t € R dlugoéé wektora 3; jest najmniejsza?

3. [10 punktéw]
Niech (V, <, >) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa, A jej baza ortonormalna i niech ¢ : V — V
bedzie przeksztalceniem liniowym. Niech A = M (cp)j. Wykazaé, ze:
¢ jest izometria przestrzeni (V,< , >) <= AT A jest macierza jednostkowa.
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Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisaé¢ na
oddzielnych kartkach. Kartka z tredcia zadan moze by¢ uzyta do wpisania rozwigzan zadania 5.

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby
zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktorej osoba zdajaca uczeszcza,
numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

4. [18 punktéw]

w R® zadany jest standardowy iloczyn skalarny.

(a) Dla jakich s € R przeksztalcenie f; : R® - R? zadane wzorem
fs((@1,2,23)) = 15(8x1 + 6a3, 611 — 8wz, sw2) jest izometrig?

(b) Niech p = (1,2,1) i niech M = {(z1,x2,23) € R’ | 1 + 22 + 223 = —1} oraz niech ¢ be-
dzie rzutem prostopadlym punktu p na plaszczyzne M. Niech g : R® - R? bedzie izometria
spelniajaca warunki: g(p) = p oraz Vz € M ¢(z) € M. Wyznaczy¢ g(q).

(c) Dla jakich t € R istnieje izometria f : R® — R® spetiajaca: F((3,1,1)) = (1,2,0), f((2,3,3)) =
(3,4,t)? Dla kazdego takiego t podaé przyklad odpowiadajacej mu izometrii.

5. [kazde pytanie za 3 punkty]

(a) Dane sa macierze symetryczne A, B € M, «,(R) spetiajace B = CT AC dla pewnej macierzy
odwracalnej C' € M, x,(R). Przypusémy, ze A spelnia kryterium Sylvestera: det A®) > 0 dla
i=1,...,n. Czy wynika stad, ze B spelnia kryterium Sylvestera?

(b) Niech A bedzie baza ortonormalna przestrzeni euklidesowej liniowej (V, < , >). Niech baza B
przestrzeni V bedzie zadana warunkiem M (id)é = (C, gdzie C jest macierzg ortogonalng. Czy
baza B tez jest ortonormalna?

(¢) Czy dla kazdych dwéch podprzestrzeni Hy, Ho przestrzeni euklidesowej afinicznej (H, < , >)
istnieje izometria f : H — H taka, ze Vz € Hy f(z) € Hy?



(d) Dana jest przestrzen euklidesowa liniowa (V,< , >) i przeksztalcenie liniowe ¢ : V. — V
speliajace Va € V (|lafl =1 = |¢(a)] = 1). Czy ¢ jest izometria?

(e) Niech (H,< , >) bedzie n—wymiarowa przestrzenia euklidesowa afiniczna i niech f : H — H
bedzie izomorfizmem afinicznym, ktéry zachowuje orientacje i zachowuje miare n—wymiarowych
réwnoleglo$cianéw. Ile wynosi det f/ 7

(f) Niech (V,< , >) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa i niech ¢ : V' — V bedzie endomorfi-
zmem diagonalizowalnym. Czy wynika stad, ze ¢ jest przeksztalceniem samosprzezonym?

6. [18 punktéw]
Niech (V, <, >) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa.
(a) Niech ¢ : V — V, ¢ : V — V beda przeksztalceniami samosprzezonymi przestrzeni (V, <, >)
i niech zlozenie 1 o ¢ bedzie rzutem. Czy wynika stad, ze zlozenie ¢ o1 tez jest rzutem?

(b) Pokazaé, ze jedli ¢ : V' — V jest przeksztalceniem liniowym takim, ze v o ¢ = ¢ i dla kazdego
a eV |p(a))] < |laf, to ¢ jest rzutem prostopadiym.



