
GAL II, Kolokwium 2 TEMAT A 15.05.2015

Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zanie każdego zadania TRZEBA napisać na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na każdej kartce prosze↪ podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdaja↪cej, nazwisko prowadza↪cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba
zdaja↪ca ucze↪szcza, numer rozwia↪zywanego zadania i litere↪ tematu.

1. [18 punktów]

W przestrzeni R3
dana jest prosta L = (2, 1, 0)+lin ((1, 0,−1)) oraz p laszczyzna M = {(x1, x2, x3) ∈

R3 | x1 + 2x2 − x3 = 2}. Znaleźć

(a) wzór na przekszta lcenie f : R3 → R3
be↪da↪ce rzutem na L wzd luż W = lin ((1, 1, 1), (0, 1, 3)),

(b) parametryzacje↪ obrazu p laszczyzny M w jednok ladności o środku (0, 0, 1) i skali 2.

2. [18 punktów]

W przestrzeni R4
dana jest forma dwuliniowa h((x1, x2, x3, x4), (y1, y2, y3, y4)) = x1y1 + x2y2 +

2x3y3 + x4y4 + x1y3 + x3y1 + x2y3 + x3y2, podprzestrzeń W = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 = 0} oraz
rodzina podprzestrzeni Zt = lin ((1, 0, t, 0), (0, 1, 0, 0)) dla t ∈ R.

(a) Sprawdzić, że forma h ograniczona do podprzestrzeni W jest iloczynem skalarnym. Znaleźć baze↪
prostopad la↪ przestrzeni (W,h|W ) oraz znaleźć wspó lrze↪dne wektora (0, 1, 1, 1) w otrzymanej
bazie przestrzeni W .

(b) Dla jakich t ∈ R forma h ograniczona do podprzestrzeni Zt jest iloczynem skalarnym na
przestrzeni Zt?

3. [10 punktów]

(a) Podać definicje↪ iloczynu skalarnego na rzeczywistej przestrzeni liniowej oraz podać definicje↪
iloczynu wektorowego wektorów α1, . . . , αn−1 w n-wymiarowej, zorientowanej przestrzeni euk-
lidesowej liniowej (V,<,>).

(b) Niech <,>: V × V → R be↪dzie iloczynem skalarnym na przestrzeni V i niech α1, . . . , αk be↪dzie
uk ladem prostopad lym niezerowych wektorów w przestrzeni V . Wykazać, że uk lad α1, . . . , αk

jest liniowo niezależny.



GAL II, Kolokwium 2 TEMAT A 15.05.2015

Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zania zadań 4 i 6 TRZEBA napisać na
ODDZIELNYCH kartkach. Na każdej kartce prosze↪ podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdaja↪cej, nazwisko prowadza↪cego ćwiczenia lub numer grupy do której
osoba zdaja↪ca ucze↪szcza, numer rozwia↪zywanego zadania i litere↪ tematu.

4. [18 punktów]

W przestrzeni R3
ze standardowym iloczynem skalarnym dane sa↪: p laszczyzna H = {(x1, x2, x3) ∈

R3 | x1 + x2 + x3 = 2}, proste L = (2, 0, 1) + lin ((1, 0, 1)), K = (1, 2, 1) + lin ((1, 1, 0)) oraz krzywa
S = {(t, t2, t) | t ∈ R}.

(a) Znaleźć parametryzacje↪ prostej M be↪da↪cej obrazem prostej L w symetrii prostopad lej wzgle↪dem
p laszczyzny H.

(b) Obliczyć odleg lość prostej L od prostej K.

(c) Na krzywej S znaleźć punkt leża↪cy najbliżej p laszczyzny H.

5. [każde pytanie za 3 punkty]

(a) Niech M,N be↪da↪ podprzestrzeniami przestrzeni afinicznej H. Za lóżmy, że M ∩ N 6= ∅. Czy
wynika sta↪d, że dla każdych puktów p ∈M, q ∈ N wektor −→pq można przedstawia↪ jako −→pq = α+β
dla pewnych α ∈ T (M), β ∈ T (N)?

(b) Niech H1 be↪dzie podprzestrzenia↪ afiniczna↪ przestrzeni Rn
i niech H2 be↪dzie podprzestrzenia↪

afiniczna↪ przestrzeni Rm
. Czy dla każdego przekszta lcenia afinicznego f : H1 → H2 istnieje

przekszta lcenie afiniczne F : Rn → Rm
takie, że F (p) = f(p) dla każdego p ∈ H1?

(c) Niech <,>: V × V → R be↪dzie iloczynem skalarnym. Czy dla każdej skończenie wymiarowej
podprzestrzeni W ⊂ V zachodzi V = W ⊕W⊥? Czy warunek, że W jest skończenie wymiarowa
jest istotny?



(d) Czy istnieje 5-wymiarowa przestrzeń euklidesowa liniowa (V,<,>) zawieraja↪ca uk lad 7 wek-
torów α1, . . . , α7, którego wyznacznik Grama W (α1, . . . , α7) jest dodatni?

(e) Niech (H,<,>) be↪dzie przestrzenia↪ euklidesowa↪ afiniczna↪ i niech M be↪dzie jej podprzestrzenia↪.
Niech p1 ∈ H i niech p2 be↪dzie rzutem protopad lym punktu p1 na przestrzeń M . Czy przestrzeń
M może zawierać punkt q taki, że ρ(p1, q) < ρ(p1, p2)?

(f) Niech A ∈ Mn×n(R) be↪dzie macierza↪ o kolumnach k1, . . . , kn i niech B ∈ Mn×n(R) be↪dzie
macierza↪ o kolumnach t1, . . . , tn. Za lóżmy, że detA = −3 i detB = −7. Czy bazy k1, . . . , kn i
t1, . . . , tn sa↪ zgodnie zorientowane?

6. [18 punktów]

Niech f : H → H be↪dzie przekszta lceniem afinicznym. Mówimy, że punkt p ∈ H jest punktem sta lym
przekszta lcenia f , jeśli f(p) = p. Mówimy, że podprzestrzeń M przestrzeni H jest f -niezmiennicza,
jeśli dla każdego q ∈M zachodzi f(q) ∈M .

(a) Wykazać, że jeśli p jest punktem sta lym przekszta lcenia f a M ⊂ H jest podprzestrzenia↪ f -
niezmiennicza↪, to H zawiera podprzestrzeń f -niezmiennicza↪ N taka↪, że p ∈ N, dimN = dimM
oraz N jest równoleg la do M .

(b) Wykazać, że jeśli przekszta lcenie f ma dok ladnie jeden punkt sta ly, to każda podprzestrzeń
f -niezmiennicza zawiera ten punkt sta ly.
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Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zanie każdego zadania TRZEBA napisać na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na każdej kartce prosze↪ podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdaja↪cej, nazwisko prowadza↪cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba
zdaja↪ca ucze↪szcza, numer rozwia↪zywanego zadania i litere↪ tematu.

1. [18 punktów]

W przestrzeni R3
dana jest prosta L = (2, 1, 0)+lin ((1, 0,−1)) oraz p laszczyzna M = {(x1, x2, x3) ∈

R3 | x1 + 2x2 − x3 = 2}. Znaleźć

(a) wzór na przekszta lcenie f : R3 → R3
be↪da↪ce rzutem na L wzd luż W = lin ((1, 1, 1), (0, 1, 3)),

(b) parametryzacje↪ obrazu p laszczyzny M w jednok ladności o środku (0, 0, 1) i skali 2.

2. [18 punktów]

W przestrzeni R4
dana jest forma dwuliniowa h((x1, x2, x3, x4), (y1, y2, y3, y4)) = x1y1 + x2y2 +

2x3y3 + x4y4 + x1y3 + x3y1 + x2y3 + x3y2, podprzestrzeń W = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 = 0} oraz
rodzina podprzestrzeni Zt = lin ((1, 0, t, 0), (0, 1, 0, 0)) dla t ∈ R.

(a) Sprawdzić, że forma h ograniczona do podprzestrzeni W jest iloczynem skalarnym. Znaleźć baze↪
prostopad la↪ przestrzeni (W,h|W ) oraz znaleźć wspó lrze↪dne wektora (0, 1, 1, 1) w otrzymanej
bazie przestrzeni W .

(b) Dla jakich t ∈ R forma h ograniczona do podprzestrzeni Zt jest iloczynem skalarnym na
przestrzeni Zt?

3. [10 punktów]

(a) Podać definicje↪ iloczynu skalarnego na rzeczywistej przestrzeni liniowej oraz podać definicje↪
iloczynu wektorowego wektorów α1, . . . , αn−1 w n-wymiarowej, zorientowanej przestrzeni euk-
lidesowej liniowej (V,<,>).

(b) Niech <,>: V × V → R be↪dzie iloczynem skalarnym na przestrzeni V i niech α1, . . . , αk be↪dzie
uk ladem prostopad lym niezerowych wektorów w przestrzeni V . Wykazać, że uk lad α1, . . . , αk

jest liniowo niezależny.
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Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zania zadań 4 i 6 TRZEBA napisać na
ODDZIELNYCH kartkach. Na każdej kartce prosze↪ podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
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(a) Niech M,N be↪da↪ podprzestrzeniami przestrzeni afinicznej H. Za lóżmy, że M ∩ N 6= ∅. Czy
wynika sta↪d, że dla każdych puktów p ∈M, q ∈ N wektor −→pq można przedstawia↪ jako −→pq = α+β
dla pewnych α ∈ T (M), β ∈ T (N)?
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. Czy dla każdego przekszta lcenia afinicznego f : H1 → H2 istnieje

przekszta lcenie afiniczne F : Rn → Rm
takie, że F (p) = f(p) dla każdego p ∈ H1?

(c) Niech <,>: V × V → R be↪dzie iloczynem skalarnym. Czy dla każdej skończenie wymiarowej
podprzestrzeni W ⊂ V zachodzi V = W ⊕W⊥? Czy warunek, że W jest skończenie wymiarowa
jest istotny?



(d) Czy istnieje 5-wymiarowa przestrzeń euklidesowa liniowa (V,<,>) zawieraja↪ca uk lad 7 wek-
torów α1, . . . , α7, którego wyznacznik Grama W (α1, . . . , α7) jest dodatni?

(e) Niech (H,<,>) be↪dzie przestrzenia↪ euklidesowa↪ afiniczna↪ i niech M be↪dzie jej podprzestrzenia↪.
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6. [18 punktów]
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(a) Wykazać, że jeśli p jest punktem sta lym przekszta lcenia f a M ⊂ H jest podprzestrzenia↪ f -
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(b) Wykazać, że jeśli przekszta lcenie f ma dok ladnie jeden punkt sta ly, to każda podprzestrzeń
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