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Zaktadamy, ze rozpatrywane ciata sg nieskonczone i charakterystyki # 2.



Definicja
Niech f : H — K bedzie funkcjg wielomianowg na n wymiarowej przestrzeni
afinicznej H. Mowimy, ze wielomian

i i
F = Z i Xy Xz ... Xl € K[Xq1,..., Xn|

A
odpowiada funkcji f w uktadzie bazowym
po;a‘la"'?ana
jesli

f(Po + 8101 + ... + Span) = Z aj, ;,sl's2...sh dlakazdychsy,...,s, € K.

i1 7"'7il7

Liczbe deg F nazywamy stopniem funkcji wielomianowej f.




Definicja
Niech H bedzie skonczenie wymiarowg przestrzenig afiniczng nad K.

@ Podzbiér X C H nazywamy hiperpowierzchnia, jesli istnieje funkcja
wielomianowa f na H taka, ze

X ={pe H|f(p) =0}
Mowimy wtedy, ze hiperpowierzchnia X jest opisywana przez funkcje f.

@ Stopniem hiperpowierzchni X, ozn deg(X), nazywamy najnizszy ze stopni
wielomianow opisujacych X.

@ Méwimy, ze hiperpowierzchnia X stopnia 2, w n wymiarowej przestrzeni
afinicznej H jest wtasciwa, jesli X nie jest zawarta w n — 1 wymiarowej
podprzestrzeni afinicznej przestrzeni H.




Méwimy, ze hiperpowierzchnie H;, Ho w przestrzeni afinicznej H sg afinicznie
izomorficzne (inaczej méwigc: majg ten sam typ afiniczny), jesli istnieje
izomorfizm afiniczny h : H — H taki, ze h(Hy) = H.

Hiperpowierzchnie Xy, Xo w H sg afinicznie izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg uktady bazowe py; A oraz qu; B takie, ze X; jest w uktadzie py;.A opisana
takim samym réwnaniem, jak X> w uktadzie qo; 5.

Interesuja nas takze inne typy rbwnowaznosci hiperpowierzchni: typ izometryczny
i typ rzutowy, o czym powiemy na kolejnym wyktadzie.



Kazdy wielomian F stopnia 2, zmiennych xi, ..., X,, 0 wspotczynnikach w ciele K
jest jednoznacznie wyznaczony przez:

@ macierz symetryczng A € My(K)
@ macierz B € My,n(K)
eceK
tak, ze biorgc x = [x1 X2 ... x,,]T, mamy:

F=xTAx + Bx +c.

Przyktad.



Dowdd. Wezmy wielomian F € K|xy, ..., x,] stopnia 2 i niech
F = Fo+ F + Fo,

gdzie F; € K[xq,..., Xn] oraz F; jest sumg jednomiandw stopnia /,dla i = 0,1, 2.

Wowczas (utozsamiamy wielomiany z funkcjami wielomianowymi!):
@ F, to forma kwadratowa,
@ F4 to przeksztatcenie liniowe,
@ Fy jest funkcja stata.

Czyli wystarczy przyjaé, ze:
o A= G(F;st),
® B=M(F)3
@ ¢ = Fy(0,0,...,0).



Uwaga

Zatbzmy, ze funkcji wielomianowej f : H — K stopnia 2 odpowiada w uktadzie
bazowym pg; A wielomian F € K|[xq,..., x| postaci

F=x"TAx+ Bx +c,
gdzie x = [xy...x,]7, oraz A, B, ¢ sg jak we wczeéniejszej uwadze.
Wéwczas w uktadzie bazowym qo; B funkcji f odpowiada wielomian
G=x"Ax+Bx+c,

przy czym

A =CTAC, gdzie C = M(id)s.




Dowdd.
@ Niech A = (aq,...,an), B=(51,...,0n). Zatbzmy, ze pewien punkt ma w ukt.
bazowych pg; A, qo; B wspbtrzedne:
Qo+ YiB1+ ...+ Y¥YnBn=Po+ X114 + ... + Xnap.
Niech tez x =[xy ... x5 oraz y = [y1...yn] .



Dowdd.
@ Niech A = (aq,...,an), B=(51,...,0n). Zatbzmy, ze pewien punkt ma w ukt.
bazowych pg; A, qo; B wspbtrzedne:

Qo+ YiB1+ ...+ Y¥YnBn=Po+ X114 + ... + Xnap.
Niech tez x =[xy ... x5 oraz y = [y1...yn] .
@ Biorac zatem x = Cy + w, gdzie C = M(id)A oraz w = [wy ... wy]" spetniaja
Qo = Po + Wiag + ... + Whap,
dostajemy
x"TAx+Bx+c=(y'C"+whA(Cy + w)+ B(Cy + w) + ¢ =
=y (CTAC)y +y"CTAw + wT ACy + w” Aw + BCy + Bw + c.



Dowdd.
@ Niech A = (aq,...,an), B=(51,...,0n). Zatbzmy, ze pewien punkt ma w ukt.
bazowych pg; A, qo; B wspbtrzedne:

Qo+ YiB1+ ...+ Y¥YnBn=Po+ X114 + ... + Xnap.
Niech tez x =[xy ... x5 oraz y = [y1...yn] .
@ Biorac zatem x = Cy + w, gdzie C = M(id)A oraz w = [wy ... wy]" spetniaja
Qo = Po + Wiag + ... + Whap,
dostajemy
x"TAx+Bx+c=(y'C"+whA(Cy + w)+ B(Cy + w) + ¢ =
=y (CTAC)y +y"CTAw + wT ACy + w” Aw + BCy + Bw + c.

@ Przytym y"CTAw = (yTC"Aw)" = w' ACy. Stad teza zachodzi dla:
A =CTAC, B =2w'AC+BC, ¢ =wAw+ Bw+ec.



Macierze czesci kwadratowych wielomianéw odpowiadajacych (w zadanych
ukfadach bazowych) tej samej funkcji wielomianowej f : H — K stopnia 2 sg
kongruentne. W szczegdélnosci majg ten sam rzad.

Rzedem funkcji wielomianowej f : H — K stopnia 2 nazywamy rzgd macierzy
czesci kwadratowej wielomianu, ktéry odpowiada f w pewnym uktadzie bazowym
przestrzeni H. Rzad funkcji f oznaczamy jako r(f).

Przyktad. Jesli f : K" — K zadana jest w standardowym uktadzie bazowym
wielomianem

X2+ .+ XE + Xp,

dla pewnego k < n, to r(f) = k.



Twierdzenie

Niech f : H — K bedzie funkcjg wielomianowg stopnia 2 okreslong na n > 2
wymiarowej przestrzeni afinicznej H. Wowczas istnieje taki uktad bazowy w H,
w ktorym funkcji f odpowiada wielomian postaci:

() aix?+...+ax?+c gdzie r=r(f) oraz ay,...,ar#0
lub
(i) aix?+...+ax?+x, gdzie r=r(fy<n oraz a,...,ar#0.

v

Dla kazdej hiperpowierzchni X stopnia 2 w n > 2 wymiarowej przestrzeni
afinicznej istnieje uktad bazowy, w ktorym X jest opisana jednym z réwnan postaci:

a) aix?+...+ax?+c=0 gdzie 1<r<n oraz ai,...,ar#0
1 r —

b) aix?+...+ax?+x,=0 gdzie 1<r<n—1 oraz a,...,ar#0.
1 r




Dowdd twierdzenia.

@ Niech py; A bedzie dowolnym uktadem bazowym przestrzeni H. W uktadzie
tym funkcji f odpowiada wielomian F = xT Ax + Bx + ¢, gdzie A € M,(K) jest
macierzg symetryczna, B € My, ,(K) oraz ¢ € K. Niech C € M,(K) bedzie
taka macierza odwracalng, ze C" AC = diag(ay., . .., a0, ..,0).



Dowdd twierdzenia.

@ Niech py; A bedzie dowolnym uktadem bazowym przestrzeni H. W uktadzie
tym funkcji f odpowiada wielomian F = xT Ax + Bx + ¢, gdzie A € M,(K) jest
macierzg symetryczna, B € My, ,(K) oraz ¢ € K. Niech C € M,(K) bedzie
taka macierza odwracalng, ze C" AC = diag(ay., . .., a0, ..,0).

@ Rozpatrzmy uktad bazowy pg; B, w ktérym baza B zadana jest warunkiem
M(id)5 = C. W uktadzie tym funkcji f odpowiada wielomian

G=y'CTACy+By+c =aiy?+...+ay?+byy;+...+ by, +¢.



Dowdd twierdzenia.

@ Niech py; A bedzie dowolnym uktadem bazowym przestrzeni H. W uktadzie
tym funkcji f odpowiada wielomian F = xT Ax + Bx + ¢, gdzie A € M,(K) jest
macierzg symetryczna, B € My, ,(K) oraz ¢ € K. Niech C € M,(K) bedzie
taka macierza odwracalng, ze C" AC = diag(ay., . .., a0, ..,0).

@ Rozpatrzmy uktad bazowy pg; B, w ktérym baza B zadana jest warunkiem
M(id)5 = C. W uktadzie tym funkcji f odpowiada wielomian

G=y'CTACy+By+c =aiy?+...+ay?+byy;+...+ by, +¢.
@ Inaczej méwiac G jest otrzymany z F przez podstawienie x = Cy, gdzie
x=[x .. xn}Torazy: .. yn]T. Mamy tez:

G A

by \? b \?
r / /
a <y1 + 2a; ) +...+ar <yr + 2ar> +br+1yr+1 +...+bLyn— 4a, — 4a,

Musimy tak dobra¢ qo; C, aby przez pewng afiniczng zamiane zmiennych
przeprowadzi¢ G do postaci (i) lub (ii). Rozwazmy dwa przypadki.



@ Podsumowujac: G jest otrzymany z F przez podstawienie x = Cy oraz:
(B2 ()P

o c.
4a, 4a, +

A% b \?
o (y ! *251) e (y’+2$,) b)Y B



@ Podsumowujac: G jest otrzymany z F przez podstawienie x = Cy oraz:

G )

4a, T 4a

A% b \?
a (}’1 + 2811> +...+ar <}/r + Zarr) +b Y1+ AbLYn—

® Przypadek 1. b}, = ... = b, = 0. Wowczas wielomian a;z2 + ... + a,z? + ¢

typu (i) otrzymujemy z G przez podstawienie postaci:
/

b
=y + ,dlai=1,2,...,r, zi=y,dlai=r+1,...,n



@ Podsumowujac: G jest otrzymany z F przez podstawienie x = Cy oraz:

b, 2 b 2 (b/)z (b/)z
a (y1 +2;1> +...+ar (yr+2;r) +b) Y1+ b Yn— 4‘a1 — = 4;r +c.

® Przypadek 1. b}, = ... = b, = 0. Wowczas wielomian a;z2 + ... + a,z? + ¢
typu (i) otrzymujemy z G przez podstawienie postaci:

/

b
=y + ,dlai=1,2,...,r, zi=y,dlai=r+1,...,n

@ Przypadek 2. Pewna z liczb b]_ 4, ..., b}, jest niezerowa. Po ewentualnym
przenumerowaniu zmiennych mozemy przyjac, ze b}, # 0. Wowczas
wielomian ayz2 + ... + a,z2 + x, typu (i) otrzymujemy z G przez podstawienie:

Vit ot dai=1,2....r
Zi=1Yi dai=r+1,....,n—1,
/\2
B, Vrst oo+ Ohyn— G @ ¢ dlai=n.



Whniosek nad C

Dla kazdej hiperpowierzchni X stopnia 2 w n > 2 wymiarowej przestrzeni
afinicznej nad C istnieje uktad bazowy, w ktérym X jest opisana jednym z réwnan:

(c1) x2+...+x2+1=0, gdzie 1<r<n,
(c2) x2+...+x2=0, gdzie 1<r<n-1,
(€8) X2+...+x2+x,=0, gdzie 1<r<n-1.




Whniosek nad C

Dla kazdej hiperpowierzchni X stopnia 2 w n > 2 wymiarowej przestrzeni
afinicznej nad C istnieje uktad bazowy, w ktérym X jest opisana jednym z réwnan:

(c1) x2+...+x2+1=0, gdzie 1<r<n,
(c2) x2+...+x2=0, gdzie 1<r<n-1,
(€8) X2+...+x2+x,=0, gdzie 1<r<n-1.

Dowdd. W ukt. baz. pg; a, ..., an hiperpow. X jest opisana jednym z réwnan:
(a) a1x12+...+a,x,2+c:0, gdzie ,1 <r<n, oraz,ay,...,ar #0,c € {0,1},
(b) ayx2+...+ax>+x,=0, gdzie,1<r<n-—1orazay,...,a #0.
Niech d? = a;. Wowczas w ukt. baz. po; dl1a1 ey @ it - ., 0 hiperpow. X
jest opisana rownaniem:
@ (c1), gdy w pg; 1, . . ., apn byta ona opisana réwnaniem typu (a) z ¢ = 1,
@ (c2), gdy w pyg; a1, . .., ap byta ona opisana réwnaniem typu (a) z ¢ = 0,

a
@ (c3), gdy w pg; a1, ..., ap byta ona opisana réwnaniem typu (b).



Whniosek nad R

Dla kazdej hiperpowierzchni X stopnia 2 w n > 2 wymiarowej przestrzeni
afinicznej nad R istnieje uktad bazowy, w ktérym X jest opisana rownaniem:

(r) x24+...+x2—-x2,—...—x?+1=0, gdzie 0<s<r<n,

S+1
(r2) x2+... +x2—x5,—...—x£=0, gdzie 0<s<r<n,
(r3) x2+.. . +x2—x—...—X¢+x,=0, gdzie 0<s<r<n-—1.




Whniosek nad R

Dla kazdej hiperpowierzchni X stopnia 2 w n > 2 wymiarowej przestrzeni
afinicznej nad R istnieje uktad bazowy, w ktérym X jest opisana rownaniem:

—...—Xx?+1=0, gdzie 0<s<r<n,
—x? =0, gdzie 0<s<r<n,
. —X2+Xx,=0, gdzie 0<s<r<n-—1.

(r1) x2+... 4+ x5 - X2,
(r2) x2+...4+x5—x2, -
(r3) X2 +...4+x5—x2 ;-

Dowod. W ukt. baz. pg; a, ..., an hiperpow. X jest opisana jednym z réwnan:
(a) a1x12+...+a,x,2+c:0, gdzie ,1 <r<n, oraz,ay,...,ar #0,ce€{0,1},
(b) a;x?+ ...+ ax?+x,=0, gdzie,1<r<n-—1orazay,...,a #0.

Po ewentualnym przenumerowaniu mozemy zaktadac, ze a; > 0dla i < s oraz
aj<0dlai>s+1,dlapewnego s > 0. Niech d? = |a,| dlai=1,

Woéwczas w uktadzie bazowym po; o Fats O Crt, - Qn hlperpOW|erzchnia
X jest opisana réwnaniem typu (r1) Iub (r2) lub (r3).



Definicja
Mowimy, ze punkt p € H jest sSrodkiem symetrii hiperpowierzchni X C H, jesli
dla kazdego punktu g nalezgcego do X punkt p — ,zﬁ tez nalezy do X.

Inaczej moéwiac: p € H jest Srodkiem symetrii hiperpowierzchni X, jesli dla
kazdego wektora o € T(H) zachodzi réwnowazno$é

ptaeXep—acX.

Zatem punkt p jest Srodkiem symetrii hiperpowierzchni X wtedy i tylko wtedy, gdy
symetria wzgledem punktu p przeprowadza X na X.

Przyktady:
@ okrgg opisany w R? réwnaniem (x; — 2)? + x22 = 1 ma $rodek symetrii
w punkcie (2, 0).
@ parabola opisana w R? réwnaniem x12 + Xo = 0 nie ma srodka symetrii.



Twierdzenie

Niech X bedzie wtasciwg hiperpowierzchnig stopnia 2 w rzeczywistej przestrzeni
afinicznej H.

@ Jesli X jest opisana réwnaniem postaci (r1), to X posiada Srodek symetrii,
ale zaden jej Srodek symetrii nie nalezy do X.

@ Jesli X jest opisana réwnaniem postaci (r2), to X posiada srodek symetrii
nalezgcy do X.

@ Jesli X jest opisana réwnaniem postaci (r3), to X nie posiada srodka symetrii.
Powyzsze przypadki wykluczaja sie nawzajem, wiec X nie moze by¢ opisana

w jednym uktadzie bazowym réwnaniem postaci (ri), a w innym uktadzie bazowym
rownaniem postaci (rj), dla i # j.




Twierdzenie A

Niech X bedzie wtasciwg hiperpowierzchnig stopnia 2 w H opisang w ukfadzie
bazowym pg; a1, . .., ap rOwnaniem

aix?+... +ax?+d=0,

przy czym a; # 0, ..., ar # 0. Woéwczas punkt p jest Srodkiem symetrii zbioru X
wtedy i tylko wtedy, gdy p ma w tym uktadzie bazowym wspétrzedne

0>-~-7073r+1>-~-75n-
——

r




Dowdd twierdzenia A.

@ Jesli p ma w uktadzie bazowym pg; a1, . . ., apn Wspbirzedne
0,...,0,541,..., 5n,
N——

r
to dla kazdego wektora o = yyaq + ... + Ynap mamy:

P+ a=po+ S10q4 + ...+ Snan+ Y104 + ... + Ynap =
=Po + Y104 + ...+ Yrar + (Srp1 + Yept1)rpr + .o+ (Sn + Yo)an.
oraz analogicznie

p—a=py—Yyroaqr — ... = Yrar + (Sr41 = Yrp1)riq + ...+ (Sn — Yn)an.



Dowdd twierdzenia A.

@ Jesli p ma w uktadzie bazowym pg; a1, . . ., apn Wspbirzedne
0,...,0,541,..., 5n,
N——

r
to dla kazdego wektora o = yyaq + ... + Ynap mamy:

p+a=py+ St10q+ ...+ Spap+ Y14 + ...+ Ynop =
=po+yiar+ ...+ Yrar + (St + Yret)arps + .o 4 (Sn+ Yn)an.
oraz analogicznie
p—a=po—yiar—... = Yror + (Srt1 = Yrrt)arp1 + ...+ (Sn = Yo)an.
@ Stad
p+acX < ay?+...+ay?+d=0
p—aeX < a(-y1)?+...+a(-y)?+d=0,
czylip+ae X < p—ac Xipjest srodkiem symetrii X.



@ Na odwr6t: przypuscmy, ze punkt p o wspotrzednych s, ..., s, jest Srodkiem
symetrii hiperpowierzchni X. Wykazemy, ze sy = s, = ... = s, = 0. Niech
z € X ma wspoétrzedne zq, ..., z,. Zatem

a2 +...+az2+d=0 (1)



@ Na odwr6t: przypuscmy, ze punkt p o wspotrzednych s, ..., s, jest Srodkiem

symetrii hiperpowierzchni X. Wykazemy, ze sy = s, = ... = s, = 0. Niech
z € X ma wspoétrzedne zq, ..., z,. Zatem
a2 +...+az2+d=0 (1)

@ Niech a = p? czylip+a = z. Skoro z = p+ «a € X, to z fakiu, ze p jest
srodkiem symetrii wynika, ze p — a € X.



@ Na odwr6t: przypuscmy, ze punkt p o wspotrzednych s, ..., s, jest Srodkiem

symetrii hiperpowierzchni X. Wykazemy, ze sy = s, = ... = s, = 0. Niech
z € X ma wspoétrzedne zq, ..., z,. Zatem
a2 +...+az2+d=0 (1)

@ Niech a = p? czylip+a = z. Skoro z = p+ «a € X, to z fakiu, ze p jest
srodkiem symetrii wynika, ze p — a € X.
@ Punkt p — a ma wspétrzedne
231_21, ey ZSn_Zn,



@ Na odwr6t: przypuscmy, ze punkt p o wspotrzednych s, ..., s, jest Srodkiem

symetrii hiperpowierzchni X. Wykazemy, ze sy = s, = ... = s, = 0. Niech
z € X ma wspoétrzedne zq, ..., z,. Zatem
a2 +...+az2+d=0 (1)

@ Niech a = p? czylip+a = z. Skoro z = p+ «a € X, to z fakiu, ze p jest
srodkiem symetrii wynika, ze p — a € X.
@ Punkt p — a ma wspétrzedne
281 — 2y, ..., 28n— Zn,
@ Skoro p—a € X, 10 a1(2s1 — z1)?> + ... + a,(2s, — z;)?> + d = 0 czyli
ai(4s? —4sizy +22) + ... + a,(4s? — 45,2z, + 2°) + d = 0. 2)



@ Na odwr6t: przypuscmy, ze punkt p o wspotrzednych s, ..., s, jest Srodkiem

symetrii hiperpowierzchni X. Wykazemy, ze sy = s, = ... = s, = 0. Niech
z € X ma wspoétrzedne zq, ..., z,. Zatem
a2 +...+az2+d=0 (1)

@ Niech a = p? czylip+a = z. Skoro z = p+ «a € X, to z fakiu, ze p jest
srodkiem symetrii wynika, ze p — a € X.
@ Punkt p — a ma wspétrzedne
281 — 2y, ..., 28n— Zn,
@ Skoro p—a € X, 10 a1(2s1 — z1)?> + ... + a,(2s, — z;)?> + d = 0 czyli
a1(4s? —4s1zy + 22) + ... + a,(4s®> —4s;z. + z2) +d = 0. (2)
@ Odejmujac (1) od (2) i dzielac przez 4: ai(s? — s1z1) + ...+ ar(s? — s,z;) = 0,

czyli:
ai1s1zy+...+asz,—ayss —...— a8 =0.



@ Odejmujac (1) od (2) i dzielac przez 4: a;(s? — s1z1) + ...+ ar(s?2 — s;z;) =0
czyli: ’
a181z1+ ...+ ars;z — a18° — ... — a;s2 = 0. (3)



@ Odejmujac (1) od (2) i dzielac przez 4: a;(s? — s1z1) + ...+ ar(s? — s;z;) = 0,
czyli:
a181z1+ ...+ ars;z — a18° — ... — a;s2 = 0. (3)

@ Otrzymalismy, ze wspoétrzedne z4, . .., z, kazdego punktu z € X spetniajg (3).
A wiec X zawarty jest w zbiorze spetniajgcym (3).



@ Odejmujac (1) od (2) i dzielac przez 4: a;(s? — s1z1) + ...+ ar(s? — s;z;) = 0,

czyli:
ais1z1+...+aszr —ayss — ... — a2 =0. (3)

@ Otrzymalismy, ze wspoétrzedne z4, . .., z, kazdego punktu z € X spetniajg (3).
A wiec X zawarty jest w zbiorze spetniajgcym (3).

@ Gdyby s; # 0, dlapewnego i =1,...,r, to (3) opisywatoby n — 1 wymiarowg
podprzestrzen afiniczng M C H i mieliby$my X C M, co przeczytoby
zatozeniu, ze X jest wiasciwa. To konczy dowdd Twierdzenia A.



@ Odejmujac (1) od (2) i dzielac przez 4: a;(s? — s1z1) + ...+ ar(s? — s;z,) = 0,

czyli:
ais1z1+...+aszr —ayss — ... —ase =0. (3)

@ Otrzymalismy, ze wspoétrzedne z4, . .., z, kazdego punktu z € X spetniajg (3).
A wiec X zawarty jest w zbiorze spetniajgcym (3).

@ Gdyby s; # 0, dlapewnego i =1,...,r, to (3) opisywatoby n — 1 wymiarowg
podprzestrzen afiniczng M C H i mieliby$my X C M, co przeczytoby
zatozeniu, ze X jest wiasciwa. To konczy dowdd Twierdzenia A.

Nietrudno widziec¢, ze jesli X jest opisana rownaniem typu (r1) postaci
Xt XX~ —xEH1=0, ()

woéwczas punkt o wspotrzednych 0, ..., 0, 8,41, ..., Sy nie spetnia (f).
——

r
Z tych samych powodéw powierzchnia X opisana réwnaniem (r2) zawiera
wszystkie swoje srodki symetrii.



Twierdzenie B

Niech X bedzie hiperpowierzchnig stopnia 2 w H opisang w uktadzie bazowym
Po; A rbwnaniem
aix?+ ... +ax?+x,=0,

przy czym a; #0,...,a, # 0,r < n. Wéwczas X nie ma $rodka symetrii.




Dowdd twierdzenia B. Przypusémy, ze punkt p o wspétrzednych sy, . .

srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

@ Przypadek 1. Punkt p nalezy do X. Wéwczas mamy

ayss+...+as?+s,=0.

., Sp jest



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.
@ Przypadek 1. Punkt p nalezy do X. Wéwczas mamy
ayss+...+as?+s,=0. (3)

@ Niech « bedzie wektorem majacym w bazie A przestrzeni T(H) wspotrzedne
—-2s54,0,0,...0.
Wéwczas punkt p + « ma wspbtrzedne
—81,82,...,8n
wigc p+ o € X.



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.
@ Przypadek 1. Punkt p nalezy do X. Wéwczas mamy
ayss+...+as?+s,=0. (3)

@ Niech « bedzie wektorem majacym w bazie A przestrzeni T(H) wspotrzedne
—-2s54,0,0,...0.
Wéwczas punkt p + « ma wspbtrzedne
—81,82,...,8n
wigc p+ o € X.
@ Stad p — a € X, bo p to srodek symetrii. Punkt p — a ma jednak wspotrzedne

351, So,...,8n.



Dowdd twierdzenia B. Przypusémy, ze punkt p o wspétrzednych sy, . .

srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

@ Punkt p — a ma wspotrzedne 3s4, S, . . ., Sp. wiec dostajemy

94155 + @xss + ...+ ars? + 8, = 0.

., Sp jest



Dowdd twierdzenia B. Przypuscmy, ze punkt p o wsp6trzednych sy,
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

@ Punkt p — a ma wspotrzedne 3s4, S, . . ., Sp. wiec dostajemy

94155 + @xss + ...+ ars? + 8, = 0.

@ Odejmujac (3) od (4) dostajemy 8ay 312 =0, astad sy =0.

...,8njest



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

@ Punkt p — a ma wspotrzedne 3s4, S, . . ., Sp. wiec dostajemy
94155 + @xss + ...+ ars? + 8, = 0. (4)
@ Odejmujac (3) od (4) dostajemy 8ay 312 =0, astad sy =0.

@ Analogicznie dowodzimy jednak, ze s, = s3 = ... =5, =0, a stad z (3)
Sn - 0



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

@ Punkt p — a ma wspotrzedne 3s4, S, . . ., Sp. wiec dostajemy
94155 + @xss + ...+ ars? + 8, = 0. (4)
@ Odejmujac (3) od (4) dostajemy 8ay 312 =0, astad sy =0.

@ Analogicznie dowodzimy jednak, ze s, = s3 = ... =5, =0, a stad z (3)
Sn - 0

@ Zatem p ma wspotrzedne

0,0,...,0,3,-_,_1,...,3,—,_1,0.



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

@ Srodek symetrii p € X ma wspéirzedne 0,0,...,0,5,,1,...,55_1,0.



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

@ Srodek symetrii p € X ma wspéirzedne 0,0,...,0,5,,1,...,55_1,0.

@ Wezmy wektor 5 0 wspotrzednych z4, . .., z, spetniajgcych
az2+...+az2+z,=0iz,#0.



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

@ Srodek symetrii p € X ma wspéirzedne 0,0,...,0,5,,1,...,55_1,0.

@ Wezmy wektor 5 0 wspotrzednych z4, . .., z, spetniajgcych
az2+...+az2+z,=0iz,#0.
@ Wstawiajgc p + S do rdwnania opisujgcego X mamy:
az2+ ... +az?+0-8.,4+2,=0,
czylip+p e X.



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.
@ Srodek symetrii p € X ma wspéirzedne 0,0,...,0,5,,1,...,55_1,0.
@ Wezmy wektor 5 0 wspotrzednych z4, . .., z, spetniajgcych
az2+...+az2+z,=0iz,#0.
@ Wstawiajgc p + S do rdwnania opisujgcego X mamy:
az2+ ... +az?+0-8.,4+2,=0,
czylip+p e X.
@ Wstawiajac p — 8 do réwnania opisujacego X mamy:
czylip+ 5 ¢ X.



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

@ Srodek symetrii p € X ma wspéirzedne 0,0,...,0,5,,1,...,55_1,0.
@ Wezmy wektor 5 0 wspotrzednych z4, . .., z, spetniajgcych
az2+...+az2+z,=0iz,#0.
@ Wstawiajgc p + S do rdwnania opisujgcego X mamy:
az2+ ... +az?+0-8.,4+2,=0,
czylip+p e X.
@ Wstawiajac p — 8 do réwnania opisujacego X mamy:
czylip+ 5 ¢ X.

@ Otrzymujemy sprzecznos¢ z zatozeniem, ze p jest Srodkiem symetrii X.



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

Przypadek 2. Punkt p wspétrzednych sy, ..., s, nie nalezy do X.

@ Mamy
a182 +...+a,s? +sp #0.



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

Przypadek 2. Punkt p wspétrzednych sy, ..., s, nie nalezy do X.

@ Mamy
a182 +...+a,s? +sp #0.

@ Niech a bedzie wektorem o wsp6trzednych 0,0, ..., 0, a, gdzie

a=—(ai18?+...+as? + sp).



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

Przypadek 2. Punkt p wspétrzednych sy, ..., s, nie nalezy do X.

@ Mamy
a182 +...+a,s? +sp #0.

@ Niech a bedzie wektorem o wsp6trzednych 0,0, ..., 0, a, gdzie

a=—(ai18?+...+as? + sp).

@ Wowczas p+ a € X zas p— a ¢ X. Rébwniez w tym przypadku dostalismy
sprzecznosc.



Dowdd twierdzenia B. Przypu$cmy, ze punkt p o wspotrzednych sy, ..., s, jest
srodkiem symetrii X. Rozwazamy dwa przypadki.

Przypadek 2. Punkt p wspétrzednych sy, ..., s, nie nalezy do X.

@ Mamy
a182 +...+a,s? +sp #0.
@ Niech a bedzie wektorem o wsp6trzednych 0,0, ..., 0, a, gdzie
a=—(ai18?+...+as? + sp).
@ Wowczas p+ a € X zas p— a ¢ X. Rébwniez w tym przypadku dostalismy

sprzecznosc.

@ Twierdzenie B oraz rezultat o rozr6znianiu typu afinicznego hiperpowierzchni
stopnia 2 za pomocg istnienia i potozenia Srodkdéw symetrii jest udowodnione.



Twierdzenie (o formach kanonicznych hiperpowierzchni wtasciwych)

Dla kazdej hiperpowierzchni wtasciwej X stopnia 2 w n wymiarowej przestrzeni
afinicznej nad R istnieje uktad bazowy, w ktérym X jest opisana rownaniem:

(r) xX2+... +x2-x2,—...—x¢+1=0 gdzie 0<s<r<n,
(r2) x2+.. . +x2-x2,—...—x¢=0 gdzie 1<s<r<n,
(r3) x2+... +x2—x2,—...—Xx?+Xx,=0 gdzie 0<s<r<n-1.

(a) Jesli X jest w uktadzie bazowym py; A opisana rownaniem postaci (ri), zas
w ukfadzie bazowym qp; B — rdwnaniem (rj), to i = j.

(b) Jesli X jest opisywana rownaniami postaci (ri), dla i = 1,2, 3, to wystepujaca
w nich liczba r jest niezalezna od wyboru uktadu bazowego.

(c) Jesli X jest opisywana réwnaniami typu (r1), to wystepujgca w nich liczba s
jest we wszystkich rownaniach taka sama. Jesli X jest opisywana réwnaniem

(r2) lub (r3), to dla kazdych dwéch réznych takich réwnan wystepujgce w nich
liczby s sg albo jednakowe, albo ich suma wynosi r.




Twierdzenie, z ktérego skorzystamy (bez dowodu)

Hiperpowierzchnia stopnia 2 jest wtasciwa wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych
opisjacych jg w pewnym uktadzie bazowym réwnan stopnia 2 postaci

Fi=0, lub F,=0

istnieje A € K takie, ze F1 = \Fs.

Zatozenie wtasciwosci jest konieczne. Oto przyktad. Mamy:

{(x1, X2, X3) € R3| x2 + x5 = 0} = {(x1, X2, x3) € R3 | xZ + 2x3 = 0},
ale dla wielomianéw F = xZ + x3 oraz G = xZ + 2x3 nie istnieje ¢ € K, ze G = cF.
Dowdd tego rezultatu mozna znalez¢ w notatkach do wyktadu gwiazdkowego

z zesztego roku. Jest to diuzszy opis dowodu z dodatku do skryptu wydziatowego
Profesoréw Chabera i Pola.




Dowdd czesci (b) i (c).

@ Niech F € R[xq,...,Xn], G € R|y1,. .., yn] beda wielomianami stopnia 2.
Zatézmy, ze hiperpowierzchnia X jest opisana:
e w uktadzie bazowym py; A rbwnaniem postaci F = 0.
e w uktadzie bazowym qg; B rownaniem postaci G = 0.



Dowdd czesci (b) i (c).

@ Niech F € R[xq,...,Xn], G € R|y1,. .., yn] beda wielomianami stopnia 2.
Zatézmy, ze hiperpowierzchnia X jest opisana:
e w uktadzie bazowym py; A rbwnaniem postaci F = 0.
e w uktadzie bazowym qg; B rownaniem postaci G = 0.

@ Niech A = (ay,...,an), B=(51,...,6n), C = M(id)3 € Ms(R) oraz
Qo = Po + Wi + ... + Whan. WOWCzas hiperpowierzchnia X jest opisana
w uktadzie bazowym qq; B rownaniem H = 0, gdzie H € R[yx, ..., ¥n]
powstaje z F przez podstawienie:



Dowdd czesci (b) i (c).

@ Stad macierze czesci kwadratowych wielomianéw F, H sg kongruentne nad
R, majg wiec réwne rzedy i sygnatury. Zauwazmy tez, ze zaréwno G, jak i H
sg wielomianami opisujacymi hiperpowierzchnie wiasciwg X w tym samym
uktadzie bazowym, a wiec zgodnie z twierdzeniem podanym wczes$niej
istnieje ¢ € R, ze

H=cG.



Dowdd czesci (b) i (c).

@ Stad macierze czesci kwadratowych wielomianéw F, H sg kongruentne nad
R, majg wiec réwne rzedy i sygnatury. Zauwazmy tez, ze zaréwno G, jak i H
sg wielomianami opisujacymi hiperpowierzchnie wiasciwg X w tym samym
uktadzie bazowym, a wiec zgodnie z twierdzeniem podanym wczes$niej
istnieje ¢ € R, ze

H=cG.

@ Macierze czesci kwadratowych wielomianéw H oraz G (a zatem tez
wielomianéw F i G) majg ten sam rzad, a ich sygnatury sg réwne z
doktadnoscig do znaku (sg réwne gdy ¢ > 0, sg przeciwne, gdy ¢ < 0).



Dowdd czesci (b) i (c).

@ Stad macierze czesci kwadratowych wielomianéw F, H sg kongruentne nad
R, majg wiec réwne rzedy i sygnatury. Zauwazmy tez, ze zaréwno G, jak i H
sg wielomianami opisujacymi hiperpowierzchnie wiasciwg X w tym samym
uktadzie bazowym, a wiec zgodnie z twierdzeniem podanym wczes$niej
istnieje ¢ € R, ze

H=cG.

@ Macierze czesci kwadratowych wielomianéw H oraz G (a zatem tez
wielomianéw F i G) majg ten sam rzad, a ich sygnatury sg réwne z
doktadnoscig do znaku (sg réwne gdy ¢ > 0, sg przeciwne, gdy ¢ < 0).

@ Jedlirébwnania F = 0 oraz G = 0 sg w postaci (ri), to wystepujaca w nich
liczba r jest rzedem macierzy czesci kwadratowej. Zatem musi by¢ ona taka
sama w obydwu réwnaniach. To dowodzi (b).



Dowdd czesci (b) i (c).
@ Rédznica
s—(r—s)y=2s—r

jest sygnaturg macierzy czesci kwadratowej rownania postaci (ri), dla
i=1,2,8.



Dowdd czesci (b) i (c).
@ Rodznica
s—(r—s)y=2s—r
jest sygnaturg macierzy czesci kwadratowej rownania postaci (ri), dla
i=1,2,3.
@ Stad jesli rzad i sygnatura dla F wynosza r, s, dla G wynoszg ', s, to
2s—r=+(28 - r).



Dowdd czesci (b) i (c).
@ Rodznica
s—(r—s)y=2s—r
jest sygnaturg macierzy czesci kwadratowej rownania postaci (ri), dla
i=1,2,3.
@ Stad jesli rzad i sygnatura dla F wynosza r, s, dla G wynoszg ', s, to
2s—r=4(28 - r).

@ Uwzgledniajgc r = r’ dostajemy albo
2s—r=2s —r,
czylis = ¢, albo
2s—r=—(28 —r),
czyli s = r — s, co dowodzi (c) odno$nie hiperpowierzchni typu afinicznego
(r2) lub (r3).



Dowdd czesci (b) i (c).

@ Na koniec rozpatrzmy przypadek, gdy rownania F = 0, G = 0 opisujgce X sa
postaci (r1), to znaczy

F=xtt. 4+x2-x2 1~ .. —x4+1=0, G=y2+. . +y2—xti—..—xt+1=0.
Skoro H powstaje z F przez podstawienie

X1 Y1 ]

X2 Yo wWo

=C-|". |+

Xn Yn Whn

i rbwnoczes$nie
H=cG=cy?+...+cy? —xy21—...—cy? +c,

tomusibyé wy =wo=...=w,=0o0razc=1.



Dowdd czesci (b) i (c).

@ Na koniec rozpatrzmy przypadek, gdy rownania F = 0, G = 0 opisujgce X sa
postaci (r1), to znaczy

F=xtt. 4+x2-x2 1~ .. —x4+1=0, G=y2+. . +y2—xti—..—xt+1=0.
Skoro H powstaje z F przez podstawienie
X1 Y1 ]
X.2 =C- y.2 + M./z
Xn Yn Whn
i rbwnoczes$nie
H=cG=cy?+...+cy? —xy21—...—cy? +c,
tomusibyé wy =wo=...=w,=0o0razc=1.

@ Stad w przypadku (r1) dostajemy s =t, co dowodzi czes¢ tezy (c).



Wiasciwe hiperpowierzchnie stopnia 2 nad R sg afinicznie izomorficzne wtedy i
tylko wtedy, gdy opisujace je réwnania postaci (ri) sg identyczne (z doktadnoscig
do znaku sygnatury w przypadkach (r2), (r3).

Uzyskujemy stad klasyfikacje hiperpowierzchni witadciwych stopnia 2 w R? i R3
zaprezentowang na ostatnim wyktfadzie.



Klasyfikacja wtasciwych hiperpowierzchni (krzywych) stopnia 2 w R?

Kazda wtasciwa hiperpowierzchnia stopnia 2 w R? jest afinicznie izomorficzna
z jedng z nastepujacych krzywych opisanych (w standardowym uktadzie bazowym
(0,0);(1,0),(0, 1)) rbwnaniami:

2
Jest to para prostych réwnolegtych (rownanie typu (r1)).
—Xx2—-x24+1=0

1 2 - v

Krzywa tego typu afinicznego nazywamy elipsa (rownanie typu (r1)).
X2 — x5 +1=0.
Krzywa tg nazywamy hiperbola (réwnanie typu (r1)).

x2 —x2 =0.
Jest to para prostych przecinajacych sie (réwnanie typu (r2))..
X2+ x=0

i+ Xe=0.

Krzywag tg nazywamy parabola (rownanie typu (r2))..




Kazda wtasciwa hiperpowierzchnia stopnia 2 w R3 jest afinicznie réwnowazna
z jedng z nastepujacych krzywych opisanych réwnaniami:

-x2+1=0 para ptaszczyzn réwnolegtych (réwnanie typu (r1))

A

—x2—x2+1=0 walec eliptyczny (réwnanie typu (r1))

X2 -x2+1=0 walec hiperboliczny (rownanie typu (r1))




Kazda wtasciwa hiperpowierzchnia stopnia 2 w R3 jest afinicznie réwnowazna
z jedng z nastepujacych krzywych opisanych réwnaniami:

—x2—Xx5—-Xx2+1=0 elipsoida (réwnanie typu (r1))

X2+ X5 — x§ +1=0 hiperboloida dwupowtokowa (réwnanie typu (r1))




Kazda wtasciwa hiperpowierzchnia stopnia 2 w R3 jest afinicznie réwnowazna
z jedng z nastepujacych krzywych opisanych réwnaniami:

X2 —x5=0 para ptaszczyzn przecinajacych sie (réwnanie typu (r2))
stozek eliptyczny (réwnanie typu (r2))

walec paraboliczny (rdwnanie typu (r3))




Kazda wtasciwa hiperpowierzchnia stopnia 2 w R3 jest afinicznie réwnowazna
z jedng z nastepujacych krzywych opisanych réwnaniami:

x2+x2+x3=0  paraboloida eliptyczna (réwnanie typu (r3))




