Podprzestrzenie niezmiennicze

Na ostatnim wyktadzie oméwilismy klase endomorfizméw diagonalizo-

walnych, a wiec takich, ktére maja baze zlozona z wektoréw wiasnych,

i ktérych macierz w tej bazie jest diagonalna. Nie kazdy endomorfizm

¢ przestrzeni V nad ciatem K jest diagonalizowalny. Co mozemy zatem

powiedzie¢ o jego geometrii?

Kazda podprzestrzeri wlasna endomorfizmu ¢ przestrzeni liniowej V

ma te wlasnos¢, ze nie zmienia sie (jako cata przestrzen) przy dziataniu

¢, to znaczy: ¢(V,)) = V(,). Uogblnieniem tej wiasnosci jest pojecie

podprzestrzeni niezmienniczej, ktéremu poswiecony jest ten wyklad.

Definicja 14. Niech ¢ bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V nad
ciatem K. Podprzestrzet W C V nazwiemy NIEZMIENNICZA WZGLEDEM
¢ (lub p-niezmienniczq) wtedy i tylko wtedy, gdy (W) C W.

Przyktady.

Niech ¢ € End(V). Wéwczas V oraz podprzestrzen zerowa sa
zawsze niezmiennicze wzgledem ¢.

Niech ¢ € End(V). Wéwczas ker(¢) oraz im(¢) sa niezmiennicze
wzgledem ¢. Np. jesli ¢(v) = w, to ¢p(w) € im(¢).

Niech ¢ € End(V) oraz niech 0 # « € V bedzie wektorem wlasnym
¢. Woweczas lin(a) jest podprzestrzenia ¢-niezmiennicza.

Niech a bedzie wartoscia wlasna ¢ € End(V). Wéwczas V|, jest
podprzestrzenia ¢-niezmiennicza.

Niech ¢ € End(RR*) bedzie zadany w bazie standardowej macierza

M(¢)3t =

oo o -
oo R -
o~ o o
_ = O O

Latwo widzie¢, ze lin((1,0,0,0), (0,1,0,0)) orazlin((0,0,1,0), (0,0,0,1))
sa (oczywiscie nie jedynymi) podprzestrzeniami niezmienniczymi
endomorfizmu ¢. Nie sa to tez podprzestrzenie wilasne.

Podprzestrzenie te nazywamy trywialny-
mi podprzestrzeniami niezmienniczymi.

The Zero Space as an Invariant Subspace under T
! !

\::‘-\—3-

Schemat — ker T € End(V) jest zawsze
podprzestrzenia T-niezmiennicza. Zrédto:
http://mathonline.wikidot.com/.


http://mathonline.wikidot.com/
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Definicja 15. Niech ¢ : V — W bedzie przeksztafceniem liniowym oraz
niech U C 'V bedzie podprzestrzeniq ¢p-niezmienniczq. Przez |y rozumieé
bedziemy endomorfizm przestrzeni U zadany wzorem: ¢|y(u) = ¢(u), dla
kazdego u € U.

Tak jak endomorfizm ma wektor wlasny wtedy i tylko wtedy, gdy
jego wielomian charakterystyczny ma pierwiastek, tak istnienie nietry-
wialnych (ré6znych od zera i catosci) podprzestrzeni niezmienniczych
zalezne jest od rozkladalnosci wielomianu ¢ w ciele K na czynniki
oraz od mozliwosci przedstawienia macierzy przeksztalcenia ¢ w bazie
w odpowiedniej postaci blokowe;j.

Fakt 27. Niech ¢ € End(V) oraz niech U bedzie podprzestrzeniqg V réing
od 0i V. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) U C V jest podprzestrzeniq ¢p-niezmienniczq,
(2) istnieje baza A przestrzeni V oraz taka macierz A € Mgim y(K), Ze

A B

M@a=1y c

7

gdzie A jest macierzq ¢|y w pewnej bazie przestrzeni U.

Gdy spetniony jest jeden z warunkéw wyzej, wéwczas istnieje ¢ € K[A], Ze:

we(A) = wy), (A) - g(A).

Dowdd. Zatézmy (1). Niech A" = (ay,...,a;) bedzie baza U oraz niech
(@1, .., 0,) bedzie dopelnieniem bazy A’ do bazy A przestrzeni V.
Obrazy wektoréw ay, ..., &, po zastosowaniu ¢ naleza do U, a wiec
do lin(ay, ..., ax). A zatem pierwsze k kolumn macierzy M (4)):3 moze
mie¢ niezerowe wyrazy jedynie w pierwszych k wierszach. W szcze-
golnosci istnieja takie macierze A € My(K), B € My, (,_y)(K) oraz

Ce M(nfk)xk(K)l ze:

A B
M(¢)4 = :
@a=1, ¢
UzyskaliSmy zatem (2). Odwrotna implikacja (2) = (1) jest teraz jasna.
Co wiecej,
A — Al B
A) = det .
wo(A) =det) C—)\In_k]

A zatem wy(A) = det(A — Aly) det(C — AL, _x). Jednak det(A — AI) to
wielomian charakterystyczny endomorfizmu ¢|;;. Dowod jest zakon-
czony. O

Przyjrzyjmy si¢ teraz dokladniej szczegdlnej sytuacji gdy wielomian
charakterystyczny rozktada sie na czynniki liniowe. Wiaze sie ona
oczywiscie §cisle z cialem, nad ktérym prowadzone sa rozwazania.

Oznaczenie to sugeruje, ze mowa jest
o0 obcieciu przeksztalcenia f do podprze-
strzeni U, ale obciecie jest formalnie de-
finiowane jako przeksztatcenie z U do V.
Nam natomiast zalezy na tym, Zeby ma-
cierz endomorfizmu ¢|y byta kwadra-
towa, co oczywisScie ma sens w przy-
padku podprzestrzeni niezmienniczych.
Taka konwencja jest przyjmowana w wie-
lu Zrédtach, mimo pewnego braku precy-
zji (ktéra oczywiscie da sie, przy wiekszej
liczbie narzedzi, uzyskac).

W dodatku oméwimy fundamentalny
problem odwrotny: kiedy rozklad wie-
lomianu charakterystycznego implikuje
rozklad zwiazany z podprzestrzeniami
niezmienniczymi. Czytelnik moze jednak
zadaé sobie pytanie jak zrozumieé¢ przy-
padek, gdy B = 0? Co wiemy o g € K[A]?
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Fakt 28. Niech V bedzie przestrzenig skoviczenie wymiarowq nad ciatem K
oraz niech ¢ € End(V'). Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) wy(A) rozktada sie na czynniki liniowe,
(2) istnieje baza A, w ktdrej macierz M($)7 jest gérnotrdjkatna.

Dowéd. Dowodzimy (1) = (2) przez indukgcje ze wzgledu na dim(V).
Dla dim(V) = 1 teza jest oczywista. Jak wyglada zatem krok induk-
cyjny? Z faktu, ze wy(A) rozktada sie na czynniki liniowe wynika,
ze ¢ ma warto$¢ wlasna ¢, dla pewnego wektora wiasnego a # 0.
Dopetnijmy wektor « do bazy A przestrzeni V wektorami (p1, ..
Woéwcezas w bazie A macierz M (47):2 ma postac:

c A

M@4= () 5

4

gdzie A € My, (,_1)(K) oraz B € M, _1(K).

Niech B = M(y)!, dla pewnego endomorfizmu ¢ przestrzeni n — 1
wymiarowej V' = lin(By, ..., By—1). Zauwazmy, ze

wp(h) = (c — 1) - wy (1),
czyli wy (M) rozktada sie na czynniki liniowe.

Z zalozenia indukcyjnego istnieje baza B przestrzeni V’, ze ) ma w niej
macierz gornojtrojkatna B’. W jezyku macierzy oznacza to, ze istnieje
macierz odwracalna S rozmiaru n — 1 taka, ze B’ = S~!BS. Rozwazmy
macierz S’ rozmiar6w n x n postaci

b5

gdzie w pierwszym wierszu i w pierwszej kolumnie poza przekatna
stoja zera. Jest jasne, ze:

c A
0 B

c A
0 B

10
0 S|

Stad macierz M (4)):3 jest podobna do macierzy gérnotrdjkatnej, co jest

- r_ (10
S 1M(¢)ﬁs_[0 511

réwnowazne z istnieniem bazy, w ktérej ¢ ma macierz gérnotréjkatna.

Implikacja (2) = (1). Zauwazmy, ze jesli A = [a;j] jest gérnotréjkatna,
to jej wielomian charakterystyczny jest (jako wyznacznik macierzy
gornotréjkatnej A — Al) postaci (a17 — A)(agp — A) ... (aun — A). O

Br-1)-

Zauwazmy, ze to twierdzenie dotyczy
takze pewnej klasy endomorfizméw nie-
diagonalizowalnych, poniewaz wielo-
mian charakterystyczny endomorfizmu
zadanego macierza

b

rozklada sie na czynniki liniowe, bo jest
postaci (1 — A)2. Endomorfizmy takie
nazywamy TRIANGULARYZOWALNYMI.

Co ma ten dowdd wspélnego z pod-
przestrzeniami niezmienniczymi? Jesli
M($)4 jest gérnotréjkatna, to kazda
podprzestrzeni rozpieta przez pierwsze
k wektoréw uktadu A jest niezmiennicza
wzgledem A.

y ¥ \
3 3 § 4 \ /
: - Y « ’ >
a K ke TR |
o e heRs | "
TR b e TN

Geometrycznie mozemy wyobrazaé so-
bie, ze V wraz ze wskazanymi podprze-
strzeniami rozpietymi przez pierwsze
k wektoré6w bazy przypomina przekréj
drzewa, w ktérym koncentrycznie ukla-
daja sie stoje reprezentujace kolejne pod-
przestrzenie (coraz wiekszych wymia-
réw). Endomorfizm ¢ dziala na V w ta-
ki sposéb, ze jesli znajdowaliSmy sie w
,,Obszarze ograniczonym danym stojem"
(czyli w danej podprzestrzeni), to ¢ nas
Z niego nie wyprowadzi.
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Zajmiemy sie teraz wykorzystaniem nastepujacej prostej obserwacij.

Jesli v nalezy do podprzestrzeni ¢-niezmienniczej U przestrzeni V, to
do U naleza réwniez wektory:

Definicja 16. Niech ¢ € End(V). PODPRZESTRZENIA ¢-CYKLICZNA
przestrzeni V rozpietq przez wektor a nazywamy:

Vi = lin(a, (1), 9*(x), ¢>(a),...), gdzie " = popo...0p.

n
Przyktady:

* Niech ¢ = idy. Woéwczas dla kazdego « € V mamy:

czyli V, = lin(v).

* Niech ¢ bedzie jednokladnoscia o skali A na V. Wéwczas dla kazdego
« € V mamy:

czyli V, = lin(a).

¢ Niech ¢ bedzie symetria R2 wzgledem (1,0) wzdtuz (0, 1). Wéwczas:

(1,0) = ¢(1,0) = $*(1,0) = ...,
¢((1,1)) =(1,-1), ¢((1,-1))=(L1),...,
czyli V(1 g) = 1in(1,0), V(1) = lin(0,1) ale V(; 1) = R%.
* Niech ¢ € End(K") dany bedzie wzorem:
d((x1,x2,...,xn)) = (x2,%3,...,%,,0).
Woéwczas

¢(1,1...,1,1,1) = (1,1,...,1,1,0),
o*(1,1...,1,1,1) = ¢(1,1...,1,1,0) = (1,1,...,1,0,0),
$*(1,1...,1,1,1) = ¢*(1,1...,1,1,0) = ¢(1,1...,1,0,0) = (1,1,.

Lub: przestrzenia cykliczna wzgl. endo-
morfizmu ¢ rozpieta przez wektor «.

Prosze zapamieta¢ ten endomorfizm. Jest
dos¢ wazny, a to jego macierz:

0O 1 0 ... 0 O

o 0 1 ... 0 O
M@@)g=1{: @ @ 1| e Ma(K).

0 0 O 0 1

0 0 0 0 0

" r(1,1...,1,1,1) = ¢"2(1,1...,1,0) = ... = ¢(1,1...,0,0) = (1,0,...,0,0),

¢"(1,1...,1,1,1) = (0,0,0,...,0,0).
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Z podprzestrzeniami cyklicznymi zwiazane sa nastepujace okreslenia.

Definicja 17. Niech w € K[A] bedzie postaci ag + aqA + ... + ayA"™. Niech
¢ € End(V), gdzie V jest nad ciatem K oraz niech A € Ms(K). Definiujemy:

e w(¢p) =ag-idy+a;-p+...+a,-¢" € End(V),

e w(A)=al+mA+...+a,A" € Ms(K).

Obserwacja. Jesli dla w,v,z € K[A] mamy w = v+ z, to w(¢p) =

v(¢) +2(¢), ajesliw = v-z tow(p) = v(P) - 2(¢) = 2(9) - v(¢p)-

Definicja 18. Niech ¢ € End(V), gdzie V jest nad ciatem K. Podprzestrzeri
E(¢) = {w(p) |w € K[A]} € End(V)

nazywamy ALGEBRA ENDOMORFIZMU ¢.

Mozemy teraz napisa¢, ze dla endomorfizmu ¢ podprzestrzeni cykliczna
rozpieta przez wektor v ztozona jest ze wszystkich wektoréw postaci:

Vo ={f(v),f € E(¢)}.
Sformutuje teraz kilka zadan, ktére sa nietrudnymi, ale bardzo po-
uczajacymi ¢wiczeniami. Sa one niezbedne do dowodu twierdzenia
Cayleya-Hamiltona, ktdre zaraz sformuluje (ale na wykladzie nie bedzie
ono dowodzone). Samo stosowanie twierdzenia wlicza sie do materiatu.
Oto te ¢wiczenia.

Cwiczenie. Whasnosci podprzestrzeni ¢-cyklicznej V,, dla ¢ € End (V).

* V, jest najmniejsza wzgledem inkluzji podprzestrzenia ¢-niezmiennicza
zawierajaca wektor «.

e Jesli 0 # w, to baza V, jest uktad
B = (a,¢(a), (), ¢ (a),..., ¢ () gdzie k = dim V.
* Niech k = dim V,, oraz niech cy, ..., cx_1 € K spelniaja

coa+c1p(a) + ... + 10" (@) + ¢ (@) = 0.

Woéweczas
0 0 ... 0 —c
10 0 —
Mgl =0 1 - 0 —e ()
00 1 —crq
Co wiecej:

Woly, (A) = (_1)k’ (cotcA+...+ ckil)\kfl + )\k)'
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Jestesmy gotowi sformutowac twierdzenie Cayleya-Hamiltona.

Fakt 29. Jesli A € M, (K) oraz w = w4 (A) jest wielomianem charaktery-
stycznym macierzy A, to w(A) = 0.

Zanim przedstawie dowdd zobaczmy jak uzyteczne i zaskakujace twier-
dzenie mamy przed soba. Méwi ono, ze dla kazdej macierzy rozmiaru
n macierz A" jest kombinacja liniowa swoich nizszych poteg.

Dla przykiadu: jesli A to macierz 3 x 3 o wielomianie charakterystycz-
nym —A3 + 1, to na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona mamy

~Ad+1=0.

Stad A3 = I. A zatem chcac wyliczy¢ na przyktad A% mamy po
prostu
AlOOO — (A3)333A — A.

Istnieja tez bardziej wyrafinowane zastosowania tej metody.

Twierdzenie to pozwala takze w ciekawy sposéb odwracaé niektére
macierze. Jesli wiemy, dla przykladu, ze macierz odwracalna A ma
wielomian charakterystyczny A° + A — 1, to oczywiscie

A+ A-T=0.

Mnozac te réwnos¢ z dowolnej strony przez A~! dostajemy warunek:
A*+1—- A1 =0. A zatem

ATl=AY 41

W niektérych przypadkach twierdzenie Cayleya-Hamiltona znacznie
utatwia odwracanie macierzy.

Zanim przedstawimy dowdd odnotujmy jeszcze jeden wazny komen-
tarz dotyczacy kolejnych wyktadéw. Naszym celem bedzie omdéwienie
twierdzenia Jordana, ktére znacznie uogoélnia Fakt 28, ale ktérego do-
wodu nie poznamy (cho¢ jest w skrypcie). Twierdzenie to méwi, ze
endomorfizm przestrzeni V, ktérego wielomian charakterystyczny roz-
ktada sie na czynniki liniowe wyznacza taka baze V, w ktérej macierz
¢ jest blokowo diagonalna, czyli ma postaé:

i 0 ... 0
0 /o ... 0
A=1|. . Y
0 0 ... J

Poszczegolne bloki diagonalne J; maja bardzo elegancka postaé — sa
to tzw. klatki Jordana.

Twierdzenie noszace nazwisko wielkich
matematykéw XIX wieku. Pokazali oni
w polowie tamtego stulecia jedynie pew-
ne szczegblne przypadki. Co znamien-
ne, Cayley nie widziat powodu ani sensu
szukania dowodu dla macierzy dowol-
nego rozmiaru. Zostato ono udowodnio-
ne przez Frobeniusa w 1878 roku, ktéry
uswiadomit sobie dopiero w 1896 roku,
ze kto$ juz o tym problemie myslat przed
nim. Zgodnie z 6wczesnym zwyczajem
przyznat pierwszenistwo swoim stynnym
poprzednikom.

Teoria sterowania. Model: v(1) = Av(1) + Bu(r)

Wiecej przykltadow i agitacji: https://
youtu.be/wSGWIEO6WgS8.


https://youtu.be/wSGW9E06Wg8
https://youtu.be/wSGW9E06Wg8
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Dowdd. Niech ¢ € End(V) oraz A = M(¢)$!, przy czym dim(V) = n.
Aby pokaza¢, ze wy (A) = 0 wystarczy pokazad, ze

wp(¢)(v) =0,

dla dowolnego v € V. WeZmy wiec dowolny niezerowy wektor a € V.
Rozwazamy podprzestrzen cykliczng V, wymiaru k. A zatem

0=apx+ap(a)+...+ ak,lqbk Ha) + qbk(tx),

bo baza V, ztozona jest z a, ..., ¢*~1(a) (patrz ¢wiczenie wyzej). Niech
q(A) = ag + amA + ... + ar_1AF1 + Ak € K[A]. Rozszerzamy baze V,
do bazy A calego V. Wéwczas, zgodnie z twierdzeniem o macierzy
przeksztatcenia majacego podprzestrzen ¢-niezmiennicza mamy

XY
M(¢)4 = ,
D)a=, ,
gdzie X € My (K). Mozemy dokladnie opisa¢ blok X tej macierzy, bo
wiemy co robi ¢ z pierwszymi k wektorami «, ¢(«), o (1)
bazy A:
00 ... 0 —ao
10 ...0 -q
x— |01 0 -
0 0 1 —Aaj—1
Rzeczywiscie
pa) = ¢la),
P(p(n)) = ,

0 (@) = ¢(a) = —(a0n + (@) + ...+ a1 ().

C6z nam to wszystko dato? Otéz wiemy, ze wielomian charaktery-
styczny ¢|y, jest dzielnikiem wielomianu charakterystycznego ¢, bo
V, jest niezmiennicza. Ale macierz ¢|y, w bazie a,...,¢* 1(a) ma
doktadnie posta¢ X. A wiec wielomian charakterystyczny X jest dziel-
nikiem wielomianu charakterystycznego endomorfizmu ¢. Wielomian
charakterystyczny tej macierzy to g(A), czyli (jak wiemy z innego
z éwiczen) (—1)k(ag + aiA + ... + a1 AF1 + AF). A zatem wiemy, ze
wy(A) = q(A) -h(A) = h(A) - q(A), dla pewnego I € K[A]. Ale przeciez

9(¢)(a) = (=1)*(aon + a1 () + ...+ ae 19" (a) +¢F () = 0.

W szczeg6lnosci mamy wey(¢)(a) = h(¢p) - q(¢)(a) = h(¢p) -0 = 0.
Zatem wy(¢) to przeksztalcenie zerowe. O
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Uzupetnienie. Endomorfizmy nilpotentne

Na wykladzie pokazaliémy twierdzenie dotyczace tzw. endomorfizméw
triangularyzowalnych, czyli takich, ktérych macierz w pewnej bazie
jest macierza gornotréjkatna. Jesli ¢ € End(V) jest triangularyzowalny
i M(¢)* jest gornotréjkatna dla bazy A = (a,...,a,) przestrzeni V,
to mamy zalezno$ci:

P(a1) € lin(ay)
P(a2) € lin(ag, a2)

(P(D(g,) S lin(ocl, a9y, 063)

p(ay_q) € lin(aq, ap, a3,...,0,_1).

a zatem mamy wstepujacy laficuch n + 1 podprzestrzeni ¢-niezmienniczych:

{0} C lin(ﬂél) C lin(ocl, az) C lin(ﬁél,ﬂéz, 063) Cc...C lin(al, ..

Szczegodlnie czytelna ilustracje tej sytuacji otrzymujemy wtedy, gdy «;
sa wektorami wlasnymi. Wéwczas ¢ jest endomorfizmem diagonalizo-
walnym. Niezwykle istotnym przypadkiem sa takze te endomorfizmy
triangularyzowalne, ktérych wielomian charakterystyczny ma postac¢
(a— A), dla pewnego a. Rozwazymy szczegélny przypadek, gdy a = 0.

Definicja 19. Endomorfizm ¢ skoticzenie wymiarowej przestrzeni liniowej
V nazywamy NILPOTENTNYM, jesli istnieje liczba catkowita k > 0 taka, ze

ph=0. (V)

Najmniejsze k spetniajgce () nazywamy STOPNIEM NILPOTENTNOSCI .
Macierz A € M,,(K) nazywamy NILPOTENTNA STOPNIA k, jesli AK =0
oraz AK=1 £ 0.

Kluczowy przyktad. Jesli dim V = n oraz ¢ € End(V) jest nilpotentny
stopnia 1 to istnieje niezerowy wektor « € V taki, ze V = V, jest
podprzestrzenia cykliczna oraz V ma baze

A= {¢" (@), ¢"2(a), .

w ktorej M(¢)7} jest macierza postaci:

(), al,

010 ..00
001 0 0

: € My(K). (%)
000 0 1
000 0 0

.,0(,171) c V.

ITlustracja ,dziatania" endomorfizméw
nilpotentnych ~ odpowiednio  stopni
5, 4, 2. Ale tez mozna mysle¢, ze
wszystkie tasmociagi dziataja jednocze-
$nie i wtedy opisujemy endomorfizm
przestrzeni K!' za pomoca macierzy
wpisanej na kolejnej stronie. Zrédto:
http://qirui.li/ - polecam slajdy
z bardzo pomystowymi pogladowymi
ilustracjami tematéw z algebry liniowej.


http://qirui.li/
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Endomorfizm nilpotentny moze by¢ bardziej skomplikowany, np. dany
Za pomoca macierzy:

01000
00100
00010
00001
0 00 0O

o O O O
o O O =
S O = O
S = O O

01
0 0

Z naszego punktu widzenia macierze czy endomorfizmy nilpotentne
mozna traktowac¢ jako endomorfizmy zupetnie innej natury geometrycznej
niz diagonalizowalne. Prosze sprawdzi¢, ze endomorfizm diagonalizo-
walny, ktéry jest jednoczeénie nilpotentny musi by¢ zerowy. Jednym
z kluczowych wynikéw teorii endomorfizméw jest twierdzenie o addy-
tywnym rozkladzie Jordana-Chevalleya, ktére méwi, co nastepuje.

Fakt 30 (Twierdzenie Jordana-Chevalleya). Niech V bedzie skoticzenie
wymiarowq przestrzeniq liniowq nad K oraz niech ¢ € End (V) bedzie trian-
gularyzowalny. Wowczas istnieje jednoznaczny rozkiad

p=ds+¢n, (%)
* gdzie ¢pg jest diagonalizowalny,
* ¢y jest nilpotentny,
* oraz ¢s o PN = PN © Ps.
Co wiecej ¢ps, pn nalezq do algebry endomorfizmu ¢ (sq wielomianami od ¢).

W twierdzeniu istotna jest przemiennos¢ ¢s, ¢, inaczej da sie znalezé
wiele rozkladéw na endomorfizm diagonalizowalny i nilpotentny, np.:

o 2= 30 o)

a przeciez ¢ zadane macierza A jest diagonalizowalne.

A=

Opis endomorfizméw nilpotentnych uzyskamy jako szczeg6lny przy-
padek twierdzenia Jordana, ktéremu poswiecimy dwa kolejne wyklady.
Nie jest on, jak widzimy, banalny.

Przypomnijmy uwage, ktéra przywo-
tywaé bedziemy wielokrotnie na kolej-
nych wykladach. Jesli A jest macierza
blokowo-diagonalna o blokach kwadra-
towych Ji,...,Jx, to macierz A™ jest
macierza blokowo-diagonalna o blokach
13- ] Stad stopiefi nilpotentno-
$ci macierzy (po lewej) N réwny jest 5.

Endomorfizm nilpotentny zabija (czyni
zerem), po dostatecznej liczbie aplikacji,
dowolny niezerowy wektor przestrzeni,
na ktorej dziala.

Niech D, (K) oraz N,(K) oznaczaja od-
powiednio zbiory macierzy diagonalizo-
walnych nad K oraz nilpotentnych nad K.
Zaden z tych zbioréw nie jest podprze-
strzenia M, (K), np:

{_01 }1}+{(1) (1)]¢D2(K)
B gef Gonen

Zagadka: czym sa podprzestrzenie
lin(Dy(K)) i lin(Ny (K)). Czy to M, (K)?

oraz

Warto natomiast wspomnie¢, ze podsta-
wowa metoda dowodu tego ogélnego
rezultatu oparta jest o analize struktury
endomorfizméw nilpotentnych.
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Dodatek. Rozklady ¢-niezmiennicze

Niezwykle istotnym spojrzeniem na teorie endomorfizmdw jest spojrze-
nie nie tylko z perspektywy macierzy przeksztalcenia, ale wynikajacych
z niej rozklad6w przestrzeni, na ktérej dziata endomorfizm. Przypomnij-
my kluczowa definicje, wspominang w uzupetnieniach do wyktadéw
W pierwszym semestrze.

Definicja 20. Niech V1, Vs, ..., Vy bedq podprzestrzeniami przestrzeni V.
Powiemy, ze V jest SUMA PROSTA PODPRZESTRZENI Vi, V,...,V}, co
oznaczamy jako V.= V1 © Vo @ ... @ Vj, jesli zachodzi jeden z dwdch row-
nowaznych warunkow:

(1) kazdy wektor v € V rozklada si¢ w sposéb jednoznaczny na sume postaci
v+ 0y + ...+ vy, gdziev; € V.

(2) V= Vi + Vo + ...+ Vi oraz jesli W; oznacza sume podprzestrzeni
W1, ..., Vi zwylgczeniem sktadnika V;, to ViNW; = {0}, dlai =1,... k.

Z Wniosku 27 z wykladu 3 wynika nastepujacy fundamentalny fakt.

Fakt 31. Niech V. = Vi @& ... & Vi oraz niech ¢ € End(V) bedzie taki,
ze V1, ..., Vi sq podprzestrzeniami ¢-niezmienniczymi w V. Wéwczas ¢ ma
w pewnej bazie A macierz blokowo-diagonalng postaci

A 0 0 ... 0

0 A, 0 ... 0
M(‘l’)ﬁ: 0 0 Az ... 0},

0 0 0 ... A

gdzie A; € Mdim(Vi) (K)

Niestety uzyskiwanie rozkladéw przestrzeni liniowych na sumy proste
podprzestrzeni niezmienniczych bywa bardzo trudne. Zauwazmy, ze
kryterium diagonalizowalnosci macierzy dotyczy dokladnie sytuacji,
gdy V jest suma prosta podprzestrzeni wiasnych. Skad jednak wiado-
mo, ze taki warunek zachodzi? Niestety nie jest prawda nad kazdym
ciatem, ze jesli W C V jest podprzestrzenia niezmiennicza wzgledem
¢ € End(V), to istnieje podprzestrzerr ¢-niezmiennicza W’ taka, ze
W & W' = V. Wyb6r odpowiednich podprzestrzeni (i ciata!), dla kto-
rych takie dopelnienia da sie uzyskac jest trescia glebokich twierdzen.

Twierdzenie, ktéremu po$wiecimy ten dodatek opowiada o pieknym
i zaskakujacym zwiazku pomiedzy rozkladami na sumy proste, rozkla-
dalnoscia wielomianu charakterystycznego oraz geometria.

Zauwazmy, ze geometria przeksztalce-
nia majacego macierz jak obok przypomi-
na geometrie endomorfizmu diagonalizo-
walnego, przy czym role ,0si jednoklad-
noéci" przejmuja skladniki proste, a za-
miast rozklada¢ wektor w bazie z wek-
toréw wiasnych rozktadamy go w bazie
bedacej suma mnogosciowa wybranych
k baz przestrzeni sktfadowych.

Jest to w istocie jeden z centralnych pro-
bleméw algebry, lezacy u podstaw tzw.
teorii reprezentacji.
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Definicja 21. Niech ¢ € End (V). Niech V bedzie sumgq prostq postaci
V=Vi®..aV, (».

Powiemy, ze rozklad (x) jest ¢p-niezmienniczy, jesli kazda z podprzestrzeni
Vi jest p-niezmiennicza.
Przyktady:

e jesli ¢ € End(V) jest rzutem, to rozklad V = ker(¢) @ im(¢) jest
¢-niezmienniczy,

* jesli ¢ € End(V) jest diagonalizowalny, to rozklad V na sume prosta
podprzestrzeni wilasnych jest ¢-niezmienniczy.

Kluczowa idea. Jedli znajdziemy rozklad ¢-niezmienniczy postaci
V=Vi®...®YV,, to badanie dziatania ¢ na V sprowadza sie do
badania *niezaleznych dzialai’* ¢ na kazdym z V;. Podsumujmy.

Fakt 32. Niech V bedzie wymiaru n nad ciatem K. Niech ¢ € End(V).
Zatézmy, ze mamy rozktad ¢-niezmienniczy V.= Vi1 @ ... ® V;. Istnieje
baza A przestrzeni V, ze:

(1) macierz M (<p)f‘ ma postaé blokowo-diagonalng

AL 0 ... 0
’ ,  gdzie Aj € Mgimv, (K), (%)
0 0o ... A

(2) wyp(A) =wa, (A)-...-wa, (A).

Prawdziwy *cud* polega na tym, ze odpowiednia rozkladalnos¢ wie-
lomianu charakterystycznego gwarantuje rozklady ¢-niezmiennicze.
Przyjrzymy sie tej sprawie, przywotujac wiedze z materiatéw uzupel-
niajacych z pierwszego semestru.

Definicja 22. Niech K bedzie ciatem.

 wielomian f € K[x]| nazywamy ROZKEADALNYM, jesli istniejq wielomia-
ny p,q € K|x| stopnia mniejszego niz f takie, Ze

f(x) = p(x)q(x).

Niezerowy wielomian, ktéry nie jest rozktadalny nazywamy wielomianem
NIEROZKEADALNYM.

* NAJWIEKSZYM WSPOLNYM DZIELNIKIEM wielomianéw py,..., pn na-
lezgcych do K[x] nazywamy wielomian najwyzszego mozliwego stopnia
dzielgcy wszystkie te wielomiany. Jesli 1 jest najwiekszym wspdlnym dziel-
nikiem py, ..., pn, Wowczas méwimy, ze wielomiany te s§ WZGLEDNIE
PIERWSZE.
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Fakt 33 (Twierdzenie o rozkladzie prymarnym). Niech p € K[A] bedzie

wielomianem o rozktadzie

pP="pr1---Pks

gdzie p1, ..., px sq czynnikami wzglednie pierwszymi. Niech ¢ € End(V).

Wowczas ma miejsce rozktad

ker p(¢p) = kerp1(¢) & ... ® ker pr(¢)

na sume prostq ¢-niezmienniczych podprzestrzeni w V.

Zobaczmy przyklady takich rozkladéw.

* Rozwazmy ¢ € End(R*) dany macierza:

M(¢)st =

o O O =

1
1
0
0

oS = = O

_ o O O

Oczywiscie wg(A) = (1 — A)%, ale ¢ nie jest diagonalizowalny, bo

dim V(;) = dimker(¢ —id) = 2. Z drugiej strony biorac wektory

bazowe €1, €3, €3, €4 mamy:

Ple1) = e

P(e2) = €1+ e = (¢ —id)(e2)

P(e3) = €2+ €3 = (¢ —id)(e3)
)

= (¢ —id)(e1) =0,
1= (¢ —id)%(e2) =0,
2= (¢ —id)*(e3) =

= (¢ —id)(es) =0

Zatem R* = ker(¢ — id)3. Co ciekawe, ker(¢ — id)® rozklada sie.

* Rozwazmy ¢ € End(R*) dany macierza:

M(¢)st =

o O O

-1

S O© O

S O = O

S = O O

Latwo widzie¢, ze wg(A) = A* + 1. A zatem wgy(A) nie ma pierwiast-

kow w R. Mamy jednak

R* = ker(¢* +id) = ker(¢? — 2¢ +2id) @ ker(¢? + 2¢ + 2id),

zatem mimo, ze ¢ nie jest triangularyzowalny, istnieje baza A prze-

strzeni R4, w ktérej ¢ ma macierz blokowo-diagonalna:

A 0
0 B

, dlapewnych A, B € M>(R).

Dwie kluczowe intuicje dotyczace powyz-

szego fundamentalnego wyniku.

¢ Jedli V jest skoniczenie wymiarowa
przestrzenia nad cialem K, to dla kaz-
dego ¢ € End(V) mamy wy(p) =
0 (twierdzenie Cayleya-Hamiltona),
czyliker p(¢) = V dla p = wp(A).

* Nawet jesli dim V = co, ale mimo to
¢ € End(V) spelnia réwnanie wielo-
mianowe, np. rzut ¢ € End(V) spel-
nia (¢> —¢)(a) = 0, dlax € V, to
twierdzenie dziata.

Ale o tym powie nam juz twierdzenie
Jordana. W rozktadzie wielomianu wg (1)
mamy jeden czynnik, z dokladnoscia do
wzgl. pierwszoéci, czyli p; = (1 — A)*%.

Inaczej méwiac wy(A) = pip2, gdzie
pr=A2—2A+2,pp = A2+ 21 +2.
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Trivia. Twierdzenie Cayleya-Hamiltona na konkursach

Warto wspomnieé, ze studenci moga bra¢ udziat w wielu konkur-
sach na poziomie pierwszych lat studiéw matematycznych. Do naj-
starszych i najstynniejszych nalezy amerykariski Putnam, najwiekszy
zasieg i globalny prestiz ma IMC (International Mathematics Competi-
tion for University Students), a nie brakuje takze konkurséw lokalnych.
W niektérych krajach np. Rumunii zadania z analizy matematycznej
oraz algebry liniowej i abstrakcyjnej wystepuja na najwyzszych pozio-
mach krajowej olimpiady. Zachecam do pracy z ciekawymi problemami
z tych konkurséw. Potrafi to da¢ wiele satysfakcji — bywa i frustrujace.

Na zawodach bardzo czesto korzysta¢ nalezy z nastepujacej, prostej
wersji twierdzenia Cayleya-Hamiltona dotyczacej macierzy X € M (K),
ktéra moéwi, ze zachodzi réwnosé

X2 — tr(X)X + det(X)I = 0.

Dowdd to po prostu bezposredni rachunek. Jesli

to macierz X2 — tr(X)X + det(X)I réwna jest:

+ ad — bc 0 |0
0 ad —bc| |0

Oto trzy przykltadowe zadania, gdzie wykorzystywany jest powyzszy

a2 +bc ab+bd
ac+cd be+ d?

(a+d)a (a+d)b
(a+d)c (a+d)d

fakt. Sa to niestandardowe problemy konkursowe, zwlaszcza zadanie
drugie, ale warto doceni¢ jak sprytnie korzysta sie ze znanych nam
faktéow (nie tylko z tego semestru).

Zadanie 1. Niech A, B € M;(K), gdzie det A = det B = 1. Pokaz, ze
tr(AB) — tr(A) tr(B) + tr(AB™!) = 0.
RozwiAZANIE. Z twierdzenia wyzej mamy
B? — (trB)B+ 1, = 0,
co po przemnozeniu przez AB~! z lewej daje
AB—tr(B)A+AB™1=0. (1)

Teraz trzeba zauwazy¢, ze dla dowolnych macierzy kwadratowych
X,Y € My(K) oraz A € Kmamy tr(X+Y) = tr(X) + tr(Y) i tr(AX) =
Atr(X). Zatem obktadajac r6wnos¢ (t) funkgja tr otrzymujemy teze. B

Zacza¢ mozna od forum AOPS: https://
artofproblemsolving.com/community/
c15_undergraduate_contests, ale przy-
datne w tym kontekécie beda réwniez
ksiazki autorstwa Titu Andreescu lub
Fuzhena Zhanga.


https://artofproblemsolving.com/community/c15_undergraduate_contests
https://artofproblemsolving.com/community/c15_undergraduate_contests
https://artofproblemsolving.com/community/c15_undergraduate_contests
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Zadanie 2. Pokaz, ze istnieje tylko jedna macierz X € M,(Zs) taka, ze:

4 2
4 1|°

RozwiAzANIE. Zauwazmy, ze $lad i wyznacznik macierzy po prawej,

X =

nazwijmy ja A, to odpowiednio: 0 oraz 1. Szukamy macierzy rozmiaru
2 x 2, ktéra w piatej potedze ma taki $lad i wyznacznik. To oznacza, na
mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona, ze

(X°)2+1=0.

Zatem A%+ ] = 0. Czyli A5 = A. Zatem A jest rozwiazaniem postawio-
nego réwnania. Zauwazmy dalej, Ze det X°> = 1, a réwnanie x° = 1 ma
w Z5 jedynie rozwiazanie x = 1. Zatem réwnanie Cayleya-Hamiltona
dla macierzy X ma postac:

X2 —tr(X)X+1=0.
Podnosimy catos$¢ do potegi piatej:
X0 = (r(X) - 1),

co nad ciatem Z; jest rowne po prostu tr(X)°X — I (bo I jest przemienna
z X oraz zachodzi cudowna tozsamos¢ (x +y)° = x° + 1°). Co wiecej,
w ciele Z% mamy x° = x, wiec tak naprawde X0 = tr(X)X — I. Ale
przeciez X0 = A% = —1, czyli tr(X)X = 0, co oznacza tr(X) = 0.
A zatem X? = —1, czyli X°=X=A. |

Zadanie 3. Niech A, B € M;(R) spelniaja warunek
AB = [1 1] .
1 2
Wyznacz ((BA)~! + BA)2019,
RozwiazaNiIE. Korzystajac z faktu, ze dla dowolnych macierzy kwa-
dratowych X, Y mamy
tr(XY) = tr(YX), det(XY) = det(YX)
widzimy, ze
tr(BA) = tr(AB) =3, det(BA)=det(AB) =1.
Zatem na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona:
(BA)?2 —3(BA) +1=0.
Mnozac uzyskana réwnos¢ przez (BA)~! dostajemy:

BA+ (BA)~! =3I

Inne podejscie: skoro A spelnia wyjscio-
we réwnanie to mozna pokaza¢, ze do-
wolne inne rozwiazanie X musi mie¢
te same warto$ci wtasne, co macierz A
(macierz X ma te same wartosci wtasne,
co X5, bo jestesmy nad Zs). Ale A ma
dwie r6zne wartosci wlasne: 2,3. A zatem
X musi by¢ réwniez diagonalizowalna.
Dla macierzy diagonalizowalnej X nad
Zs mamy za$ X° = X, co daje X = A.
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