Grupa ortogonalna i odbicia

Nie poswieciliémy dotad zbyt wiele miejsca skltadaniu izometrii.
W dodatkach wzmiankowaliémy rozmaite wyniki klasyfikujace izo-
metrie zaréwno w kontekscie liniowym, jak i afinicznym. Wyniki te
opisuja mozliwe , macierze kanoniczne" (obrotu, symetrii itd.), ktére
mozna uzyska¢ rozpatrujac okredlona izometrie dwu- lub tréjwymia-
rowej przestrzeni euklidesowej. Na tym wyktadzie powiemy o innym
spojrzeniu na klasyfikacje przeksztalcerr, niezwykle istotnym dla roz-
woju dwudziestowiecznej matematyki. Zaczniemy od definicji.

Definicja 81. GRUPA nazywamy tréjke(G, o, e), gdzie G jest zbiorem nie-
pustym, o : G x G — G jest dziataniem 2-argumentowym, e € G, i w ktdrej
spetnione sq aksjomaty:

e Igcznosé o; dla kazdych a,b,c € G mamy (aob)oc=ao (boc),
* element e spelninaoe =a = eoa, dla kazdego a € G,

* kazdy element ma odwrotnos¢, tzn. dla kazdego a € G istnieje b € G, Ze
aob=boa=e.

Znamy juz kilka grup, cho¢ nie uzywaliémy dotad tego jezyka.

e Jesli (K,0,1,+,-) jest ciatem, to tr6jki (K,0,+) oraz (K\ {0},1,-) sa
grupami, zwanymi odpowiednio: GRUPA ADDYTYWNA Oraz GRUPA
MULTIPLIKATYWNA ciata K.

® Jedli V jest przestrzenia liniowa to zbiér izomorfizméw liniowych
przestrzeni V w siebie, ozn. Aut(V) jest grupa (ze wzgledu na
skladanie przeksztalceni oraz idy).

® Podzbiér GL,(K) zlozony z macierzy odwracalnych rozmiaru n nad
cialem K z dziataniem mnozenia macierzy i elementem neutralnym
I, jest grupa, zwana PELNA GRUPA LINIOWA nad K.

® Zbiér S, macierzy permutacyjnych rozmiaru n, a wiec w istocie:
zbiér permutacji zbioru n-elementowego wraz z operacja sktadania
permutagji, jest grupa.

Uzywajac pojecia izomorfizmu grup:

Gl (R) ~ Aut(R").
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Grupy maja olbrzymie znacznie w matematyce. Z punktu widzenia
algebry liniowej réwniez graja one powazna role, ale prowadza do
wielu skomplikowanych zagadnieri, na ktére nie ma czasu w toku
wyktadu. Sa im poswiecone nierzadko osobne przedmioty. By¢ moze
nie bedzie zbyt duzym uproszczeniem, jesli przyjmiemy, ze bardzo
wazna idea teorii grup jest to, ze mozna probowaé wyrdzni¢ pewien
,reprezentatywny" podzbiér elementéw grupy i probowac przedstawiaé
wszystkie inne za pomoca ciagéw napiséw ztozonych z tych elementéw
oraz laczacych je dzialari grupowych. Dla przykiadu:

e w grupie (Z,+,0) kazdy element jest suma pewnej liczby jedynek
lub elementéw przeciwnych do jedynki,

¢ w grupie liczb catkowitych podzielnych przez 3 (z dzialaniem do-
dawania) kazdy element jest suma pewnej liczby elementéw 3 lub
-3,

e w grupie permutagji zbioru {1,2,...,n} kazdy element jest ztoze-
niem permutacji zamieniajacych sasiednie wyrazy,

* w grupie macierzy odwracalnych rozmiaru # nad K kazdy element
jest iloczynem macierzy operacji elementarnych.

Fakt 112. Niech (V,{,)) bedzie przestrzenigq euklidesowq. Zbiér O(V) C
End(V) izometrii przestrzeni V na siebie jest grupq z dziataniem sktadania
przeksztafceri oraz elementem neutralnym réwnym idy.

Dowdd. Zacznijmy od zobaczenia, ze zlozenie dwodch izometrii H jest
izometria. Jedli f,g : H — H sa izometriami, to dla kazdego v € V
mamy|| (g0 ) (0)I| = Ig(F ) = £ = 0], czyli g o f zachowie
norme na H i jest izometria. Przeksztalcenie idy jest izometria, bo nie
zmienia normy. Jest to element neutralny dziatania skladania izometrii
w O(V). Wreszcie, kazda izometria f ma odwrotna. Rzeczywiscie,
f jest izomorfizmem, wiec istnieje przeksztalcenie odwrotne f~!. Skoro
f zachowuje norme, to f -1 oczywiscie tez to robi. Jest wiec izometria.

O

Definicja 82. W zbiorze Gl,,(K) wyrézniamy podzbiory:
Ou(K) = {A € GI,(K) |ATA = 1.},
S50,(K) = {A € Oy(K) | det(A) =1}.
Zbiory Oy (K) oraz SOy, (K) wraz dziataniami mnoZenia macierzy oraz ele-

mentem neutralnym 1,, tworzq (odpowiednio) tzw. GRUPE ORTOGONALNA
0raz SPECJALNA GRUPE ORTOGONALNA.

Naszym celem bedzie zrozumienie, ze grupa O (R) jest ,w istocie"
(kiedys$ poznamy termin: izomorfizmu grup) grupa izometrii przestrze-
ni R”, niezaleznie od przyjetego na niej iloczynu skalarnego. Wprowa-
dzimy najpierw gltéwnego bohatera dzisiejszych rozwazan.

Takie zbiory elementéw nazywamy zbio-
rami generatoréw. Grupa G moze mie¢
rézne zbiory generatoréw, np. cate G.

Grupy SOz(R) oraz SO3(R) ztozone sa
z macierzy ortogonalnych o wyznaczni-
ku 1. Z Faktéw 104 oraz 105 wynika, ze
musza to by¢ macierze obrotéw, a wiec
w istocie te grupy to grupy obrotéw.
Grupa SO4(R) nie jest juz ztozona z sa-
mych obrotéw, ale je zawiera. Dlaczego?
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Definicja 83. Zatdimy, ze (V,(,)) jest przestrzeniq euklidesowq liniowq.
Dla dowolnego wektora 0 # v € V symetrie prostopadtq V wzgledem pod-
przestrzeni lin(v)* okreslong wzorem

nazywamy opBICIEM V wzgledem lin(v)*.

>
Al
>
-
,

fin(v)* ‘ (N

Kluczowy dla naszych rozwazan jest nastepujacy lemat.

u
Fakt 113. Zatéimy, ze (V, (,)) jest przestrzeniq euklidesowq liniowq. Udo- / o

wodnij, ze gdy u,v € V spetniajq ||u|| = ||v||, to u +v L u — v oraz istnieje J
u—ov

L4

taka f, bedgca identycznoscig lub odbiciem, zZe f(u) = v oraz f(v) = u. v

Dowdd. Oczywiscie jesli u = v teza jest oczywista, bo u —u = 0 jest
prostopadly do kazdego wektora i mozemy wzia¢ f = id. Zat6zmy
wiec, ze u # v. Mamy: (u +v,u —v) = ||ul|?> — ||v||> = 0. Skoro:

1 1

u= E(LH_U) +§(u—v).
— ——
€lin(u—v)+  €lin(u—o)

to odbicie f,—, wzgledem lin(u — v)* spetnia warunki zadania:

fM*'U
(u—v)+%(u+v) — 1(u+v)—1(u—v)zlv—klvzv.

= 2 2 2972

NI~

O

Fakt 114 (Twierdzenie Cartana). Niech (V, (,)) bedzie n wymiarowq prze-
strzeniq euklidesowq liniowq. Dla kazdej izometrii ¢ przestrzeni (V, (,)) ist-
nieje liczba k < n taka, ze ¢ jest ztozeniem k (byé¢ moze réznych) odbi¢ prze-
strzeni V (tzn. symetrii prostopadtych wzgl. podprzestrzeni wymiaru n — 1).

Dowdd. Stosujemy indukcje po n. Dla n = 0 nie ma czego dowodzi¢.
Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, bo sa tylko dwie izometrie
l-wymiarowej przestrzeni euklidesowej liniowej: id oraz —id.
Dla pierwszej mamy k = 0, dla drugiej za$ k = 1.
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Zal6zmy, ze udowodnili$my twierdzenie dla przestrzeni euklidesowych
wymiaru mniejszego od n. Niech ¢ : V — V bedzie izometria n wymia-
rowej przestrzeni euklidesowej liniowej (V, (,)). Wybierzmy dowolny

wektor 0 # a € V i rozpatrzmy lin(a). Mozliwe sa dwa przypadki.

* Przypadek 1, gdy ¢(a) = a«. Woéwczas lin(a) oraz lin(a)* sa ¢-
niezmiennicze, bo a to wektor wlasny oraz dla kazdego B € lin(a)*

zachodzi

(¢(B),a) = (9(B), p(a)) = (B,x) =0,

bo ¢ jest izometria. Przeksztalcenie ¢|1in( «)L jest zatem izometria prze-
strzeni euklidesowej lin(a) wymiaru 1 — 1 z iloczynem skalarnym
bedacym obcieciem (, ) do lin(a) L Na mocy zatozenia indukcyjnego

mamy dwa podprzypadki:

= Gdy ¢ljin(a). = idjin(e). (zlozenie 0 symetrii), wtedy

- Gdy

p(a) =a = ¢ =idy.

¢|1in(1x)i =¢ro...o¢1,

gdzie k < n —1 oraz ¢; : lin(a)~ — lin(a)* jest odbiciem lin(a)

wzgledem podprzestrzeni W; C lin(a)*. Zobaczmy pogladowy
rysunek sytuacji w przypadku V = R3. Wéwczas lin(a)* to

plaszczyzna i przyjmijmy, ze nasza izometria obcieta do lin(«)

to ztozenie dwéch odbié:

lin(a)*

Chcemy ,,podniesé¢ ten rozktad" do rozkladu endomorfizmu ¢ na

e

77\

catej V. Inaczej, chcemy pokazag, ze

gdzie i; sa pewnymi odbiciami, ktére po obcieciu do lin(a)* sa

(P:lpko...olpl,

przeksztalceniami ¢;.
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Okreslamy podprzestrzenie
Vi = lin(oc) + Wi/

dlai=1,...,k Skoro W; C lin(a)™*, to V; = lin(a) & W;.

lin(a)*

%)

Zauwazmy, ze jesli ¢; jest symetria w przestrzeni lin(a) wzgle-
dem W, to ¢; : V — V okreslone, dla w € lin(a)' wzorem

Pi(an +w) = an + ¢;(w)

jest symetria V wzgledem n — 1 wymiarowej podprzestrzeni V;.
Rzeczywiscie, mozemy zapisa¢ w = ax + w = an + w; + v;, gdzie
w; € W;,v; € (W Nlin(a)t). W ten sposéb:

Pi(an +w) = ¢;(an + w; + v;) = an + ¢;(w) = anx + w; — v;,

czyli ¢ jest odbiciem V wzgledem V. Pozostaje pokaza¢, ze mamy

¢ = P o...o1p1. Obetnijmy wiec ztozenie ¢ o... o1 do lin(a). Dwa endomorfizmy V okreslone iden-
tycznie na dwdch sktadnikach sumy pro-
) . 1 o stej V = W & W’ musza by¢ identycznie,
je do lin(a)— to zamienia sie ono w ¢ o ... o ¢;. Stad mamy bo pokrywaia sie na pewnej bazie catej V
$=1ro...o (ztozonej z baz kazdego ze skladnikéw).

Oczywiscie dostaniemy identyczno$¢. Jesli natomiast obetniemy

e Przypadek 2, gdy ¢(a) # a. Mamy jednak |¢(«)|| = ||a||. Dzieki
Faktowi 113 wiemy, ze istnieje odbicie f, ktére przeprowadza ¢(«)
na . Stad przeksztalcenie f o ¢ : V — V spelnia warunek

(fop)(a) =a.

Na mocy Przypadku 1 mamy wiec albo f o ¢ = idy, albo fo¢ =
Pro...oyy, gdziek < n—11iyy : V = V sa odbiciami. Zatem
(korzystajac z f2 = idy) mamy albo ¢ = ¢, albo ¢ = oy o... 01y,
co jest ztozeniem nie wiecej niz n symetrii. Dowdd jest zakoriczony.

O
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Twierdzenie jest udowodnione. Mozna jeszcze wspomnie¢ o kilku
wzmocnieniach, na przyklad zastanawiajac sie czy jest dolne ogra-
niczenie liczby symetrii, na ktéra mozna rozlozy¢ symetrie. Okazuje
sie, ze jest to mozliwe. Zachodzi nastepujacy rezultat.

Fakt 115. Jesli o jest izometrig przestrzeni euklidesowej (V, (,)) wymiaru
n takg, ze
dim(c —id) =n—s,

to o nie mozna przedstawi¢ jako zloZenia mniej niz s odbic.

Dowéd moga Panstwo przeczytaé w rozwiazaniu zadania 5 w po-
nizszych materiatach: https://mimuw.edu.pl/~amecel/20211/gal21/
GALII+_kol2_2021rozw.pdf. Twierdzenie to mozna réwniez uogdlniaé
na formy dwuliniowe nad ciatami charakterystyki r6znej od 2 (aby mie¢
wciaz odbicie), ale mimo, ze poznamy te obiekty, samo twierdzenie
Cartana nie bedzie nam tam potrzebne.

Warto odnotowaé wazna obserwacje dotyczaca izomerii i orientacji,
wynikajaca z twierdzenia Cartana.

Fakt 116. Kazdq izometrig ¢ zorientowanej przestrzeni euklidesowej liniowej
mozna przedstawi¢ w postaci ztoZenia parzystej albo nieparzystej liczby odbic.
Jesli det¢ = 1, to izometria ¢ jest zfoZeniem parzystej liczby odbi¢. Gdy
det¢ = —1, to izometria ¢ jest ztoZeniem nieparzystej liczby odbic.

Powyzszy wniosek motywuje nastepujaca definigje.

Definicja 84. Izometrie przestrzeni euklidesowej liniowej o wyznaczniku
réwnym 1 nazywamy IZOMETRIAMI PARZYSTYMI, 4 izometrie 0 wyznacz-
niku —1 nazywamy IZOMETRIAMI NIEPARZYSTYML

Oczywiécie izometrie parzyste zachowuja orientacje i sa zlozeniem
parzystej liczby odbi¢, a nieparzyte — nie zachowuja orientacji, bedac
ztozeniem nieparzystej liczby odbié.

Mozliwo$¢ przedstawienia dowolnej izometrii przestrzeni euklidesowej
liniowej jako zlozenia pewnej liczby symetrii to jedynie wierzchotek
gory lodowej olbrzymiej teorii zwiazanej z tak zwanymi liniowymi
i afinicznymi grupami odbi¢, badanymi juz w XIX wieku, w latach 20.
XX wieku zastosowanymi w teorii grup Liego przez Weyla i Cartana,
p6zniej zag usamodzielnionymi przez prace Coxetera. Tamte wyniki
maja wciaz wielkie znaczenie. Wspominam o tym na poczatku, aby
zasygnalizowac Paristwu, Ze elementarnie formulowalne geometryczne
wyniki algebry liniowej, cho¢by klasyfikacja izometrii przestrzeni tréj-
wymiarowej, nie sa tylko ubieraniem matematyki ,szkolnej" w jezyk
algebraiczny. Wiecej o grupach odbi¢ powiem w dodatkach.

Znacznie szersze materialy znajdzie Czy-
telnik w monumentalnych notatkach
prof. Jeana H. Galliera: https://www.cis.
upenn.edu/~cis610/geombchap7.pdf


https://www.cis.upenn.edu/~cis610/geombchap7.pdf
https://www.cis.upenn.edu/~cis610/geombchap7.pdf
https://mimuw.edu.pl/~amecel/2021l/gal21/GALII+_kol2_2021rozw.pdf
https://mimuw.edu.pl/~amecel/2021l/gal21/GALII+_kol2_2021rozw.pdf
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Uzupetnienie. Twierdzenia o przedtuzaniu

W trakcie wykiadu pokazaliémy Fakt 113 méwiacy w istocie, ze izo-
metrie przestrzeni jednowymiarowych mozna rozszerzy¢ do izometrii
przestrzeni, w ktérych te jednowymiarowe izometryczne przestrzenie
sie znajduja. Rezultat ten jest szczegélnym przypadkiem waznego re-
zultatu zwanego twierdzeniem Witta o przedtuzaniu. Sformutujmy ten
niezwykle istotny rezultat.

Fakt 117 (Twierdzenie Witta o przedluzaniu izometrii, sformulowanie
pierwsze). Niech V, W bedq izometrycznymi przestrzeniami euklidesowymi
tzn. istnieje izometria V na W. Niech V = X1 @ Vj oraz W = Xp ® V, oraz
niech f : X1 — Xj bedzie izometrig. Wowczas istnieje izometria F: V. — W
taka, Ze F|x, = f.

Fakt 118 (Twierdzenie Witta o przedluzaniu izometrii, sformutowanie
drugie). Niech V bedzie przestrzeniq euklidesowq. Jesli 0 = U, W C V sq
podprzestrzeniami przestrzeni V oraz jesli ig : U — W jest izometrig, to
istnieje przedtuzZenie izometrii iy do izometrii i na 'V, tzn. iy = ip.

Rezultat Witta ma decydujace znaczenie w dowodzie jednoznaczno$ci
niezwykle waznego twierdzenia o tzw. rozkladzie Witta. Opowiem
o nim w dodatku do twierdzenia o formach kwadratowych.

Twierdzenia o przedtuzaniu rozmaitych przeksztatcern maja bardzo
wazne miejsce w matematyce. Przykltady (beda na dalszych latach).

* (topologia) lemat Tietzego o przedtuzaniu przeksztalcenia ciagtego
z podzbioru domknietego przestrzeni metrycznej,

¢ (analiza funkcjonalna) twierdzenie Hahna-Banacha o przediuzaniu
funkcjonatéw ograniczonych na przestrzeni unormowanej,

* (analiza wielowymiarowa) twierdzenie Whitneya (mniej wiecej) o prze-
dtuzaniu funkcji na zbiorze domknietym tak, by miata ona z géry
zadane pochodne,

® (teoria miary) twierdzenie Carathéodory’ego o konstrukcji miary itd.

* (algebra) twierdzenie o rozszerzaniu ciat oraz o istnieniu algebraicz-
nego domkniecia.

Twierdzenia o przedluzaniu sa czesto delikatne i wymagaja uzycia ak-
sjomatu wyboru. Twierdzenie Hahna-Banacha, ktére poznacie Paristwo
na analizie funkcjonalnej (dotyczy ono funkcjonatéw i w materiatach
dra T. KoZniewskiego jest jego sk. wymiarowa wersja) prowadzi do
paradoksalnego rozkladu kuli autorstwa Banacha i Tarskiego (wynik
wroclawskiego matematyka prof. Janusza Pawlikowskiego z 1991 roku).

Gdy poznamy formy dwuliniowe wtedy
mozna bedzie powiedzie¢, Zze to twier-
dzenie dziala dla nieosobliwych podprze-
strzeni przestrzeni dwuliniowej nad cia-
fem charakterystyki r6znej od 2. Wynik
ten pochodzi z 1937 roku z przetomowej
pracy o formach kwadratowych, ktéra da-
ta poczatek nowoczesnej algebrze linio-
wej i dziedzinom, ktdre z niej wyrosty.

A skoro o tym paradoksie mowa,
to polecam tekst Joanny Jaszun-
skiefj O kul rozmnazaniu, z Delty:
http://www.deltami.edu.pl/temat/
matematyka/analiza/teoria_miary/
2017/03/25/0_kul_rozmnazaniu/.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/analiza/teoria_miary/2017/03/25/O_kul_rozmnazaniu/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/analiza/teoria_miary/2017/03/25/O_kul_rozmnazaniu/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/analiza/teoria_miary/2017/03/25/O_kul_rozmnazaniu/
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Dodatek. Skoviczone grupy odbi¢ i izometrie wielokqtow

Dowiedlismy, ze kazda symetria przestrzeni euklidesowej jest ztoze-
niem odbi¢. W szczegdlnosci oznacza to, ze kazda macierz ortogonalna
jest illoczynem macierzy odbié. Co to za macierze, nie ma w tym mo-
mencie az tak wielkiego znaczenia (ale bedzie miato znaczenie np., gdy
poznacie Panistwo odbicie jako transformacje Householdera na mate-
matyce obliczeniowej), ale nawet sama $wiadomos$¢, Zze kazda macierz
z O(V) jest iloczynem macierzy, ktére w kwadracie sa identyczno$ciami
daje do myslenia. Interesujace pytanie jest nastepujace: bierzemy grupe
O, (R) i rozwazamy nastepujacy problem, postawiony w 1934 przez
wielkiego geometre Coxetera.

Rozwazmy skoriczona liczbe oDBIC s1,...,s, przestrzeni euklidesowej
liniowej (R", (,)) i zacznijmy je ze soba sktada¢, a dalej sktadac¢ ztoze-
nia itd. Innymi slowy rozwazmy GRUPE GENEROWANA przez symetrie
S1,...,5r, 0zn. W(sq,...,5r), nazywana GRUPA SYMETRIL Kiedy ta grupa
jest skoniczona i jak ja opisac?

Pytamy tu w istocie o tzw. skoriczone podgrupy O,(R). To, ze takie
podgrupy istnieja jest oczywiste, nawet jesli ograniczymy sie do badania
izometrii plaszczyzny. Okazuje sie bowiem, Zze skoriczone podgrupy
O2(R) to grupy symetrii wielokatéw foremnych. Kilka przyktadow.

e Niech 8 = 27t/m oraz niech:

cosfl —sinf 1 0

sinf cosf |’ 0 —1

Wéwczas elementy grupy Hy, (tzw. grupa dihedralna) generowanej
przez symetrie T oraz Ry - T to izometrie zachowujace m-kat foremny
na plaszczyznie (o srodku w §rodku ukladu wspétrzednych).

* Niech A = S(e1, ey, e3,¢4) bedzie sympleksem tréjwymiarowym
w przestrzeni R%, rozpietym przez punkty e; = (1,0,0,0), e, =
(0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0),
chotkéw odpowiada symetria s;;, ktéra przeprowadza i—ty wierz-

es = (0,0,0,1). Kazdej parze wierz-

cholek na j-ty, a pozostalych nie rusza. Kazda izometria zachowujaca
czworodcian A® jest ztozeniem elementarnych symetrii. Grupa sy-
metrii czworoécianu, to po prostu okazuje sie by¢ grupa permutacji
S4 zbioru 4-elementowego.

* Twierdzenie: kazda skoriczona grupa generowana przez obroty
w przestrzeni euklidesowej R® (w jezyku macierzy: skoriczona pod-
grupa w SO(3)) jest albo grupa obrotéw lub grupa symetrii wielo-
kata foremnego, albo jedna z trzech grup symetrii zachowujacych
wielo$ciany platonskie (!).

Harold Scott MacDonald Coxeter (1907-
2003), ,Krél geometrii” — jeden z najbar-
dziej znanych geometréw XX wieku.

Uwaga: grupa symetrii nie sklada sie
z samych symetrii, ale ze zlozeri syme-
trii. W(sy,...,sr) to ,najmniejsza" grupa
zawierajaca wszystkie symetrie sy, ..., 5.
Oczywiscie Coxeter nie postawit tylko py-
tan, ale w serii artykuléw w latach 1934-
1935 W najlepszych $wiatowych czasopi-
smach pokazat co nastepuje (oczywiscie
z nieco innym nazewnictwem)

¢ Grupy odbi¢ w przestrzeni R" to tzw.
grupy Coxetera, por. Discrete groups
generated by reflections, Annals of Ma-
thematics, 35, s. 588-621, 1934.

¢ Kazda skoniczona grupa Coxetera jest
izomorficzna z pewna grupa odbi¢
w przestrzeni R", por. The groups de-
termined by the relations of the form
R? = (R;Rj)"i =1, ]. London Math.
Soc., 10 (1935).

Z prac Coxetera powstala wielka teoria,
dzi$ obejmujaca swoim zakresem algebre,
geometrie algebraiczna, teorie reprezen-
tacji i wiele innych dziedzin. Rozwiaza-
nie problemu Coxetera wymagalo wpro-
wadzenia nowych obiektéw i zrozumie-
nia na nowo wielu obiektéw uwazanych
za znane. Byta to piekna realizacja XIX-
wiecznego programu Felixa Kleina.

Prosty tekst, gdzie (z obrazkami) opo-
wiedziane jest jakie sa te grupy od-
bi¢: Symmetry Groups of Platonic Solids,
David Newcomb: https://dnewcomb.
com/pdfs/Platonic%20Solids.pdf
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