Macierz Grama. Kryterium Sylvestera

Na ostatnim wyktadzie oméwione zostaty podstawowe metody wyzna-
czania bazy ortogonalnej przestrzeni euklidesowej. Dzi$ przekonamy
sie, ze z iloczynem skalarnym i ukladem wektoréw przestrzeni eukli-
desowej (V, (,)) zwiaza¢ mozna pewne bardzo istotne macierze, tzw.
macierze Grama. W jezyku wyznacznikéw zwiazanych z tymi macie-
rzami sformutujemy kryterium wyrézniajace iloczyny skalarne sposrod
funkcji f : V x V — R liniowych ze wzgledu na kazda ze zmiennych
i symetrycznych, nazwane imieniem Jacoba Sylvestera.

Definicja 56. Niech aq, . .., ay bedzie uktadem wektoréw przestrzeni euklide-
sowej (V,(,)). MaciErzA GRAMA ukladu oy, ..., o nazywamy macierz

G(Ocl,. . .,Dck) € Mk(]R),

ktéra w i-tym wierszu i j-tej kolumnie ma element {a;, a;), to znaczy:

(ag,00) (ap,m0) ... (&g, 0p)
Clan, .. ) = (ap, 01) <“270¢2> (042f0ék>
(ag 1) () oo (g )

WyzNAczNIKIEM GRAMA ukfadu aq, . .., &y nazywamy liczbe
W(Oél,. . ~/‘Xk) = detG(txl, .. .,(Xk) € R.

Zauwazmy, ze rozmiar macierzy Grama nie musi mie¢ nic wspélnego
z wymiarem przestrzeni V. W n-wymiarowej przestrzeni mozemy roz-
patrywac uktad ztozony na przyklad z dwéch wektoréw i wyznaczy¢
jego macierz Grama rozmiaréw 2 x 2. Mozemy tez rozwaza¢ uktad zto-
zony z 2n wektoréw i jego macierz Grama bedzie rozmiaréw 2n x 2n.
Z symetrycznodci iloczynu skalarnego (a;, aj) = (a;, «;) dla kazdych
1 <1i,j < k widzimy, ze macierz Grama jest symetryczna.

Warto odnotowa¢, ze macierze Grama rozwaza¢ mozna w ogdlniejszym
kontekscie. Nie ma przeszkod, by rozwazaé G(ay, ..., ax) dla uktadu
wektoréw «y, ..., a; w przestrzeni nieskoniczenie wymiarowej V z ilo-
czynem skalarnym (,) : V x V — R.
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Zobaczmy przyklady macierzy Grama:

* W przestrzeni euklidesowej R® ze standardowym iloczynem ska-
larnym rozpatrzmy uktad wektoréow a3 = (1,0,1), a2 = (1,1,2).
Woéwczas (a1, a1) =2, (a1, a2) = (ap,a1) =3, (ap, ap) = 6. Stad:

2 3
3 6

2 3
3 6

Glag, ap) = l ] , W(ay, ) = =3.

e WR?z iloczynem skalarnym zadanym wzorem
((x1,%2), (y1,y2)) = 2x1y1 + X1X2 + X2X1 + X2Y2
rozpatrzmy uktad wektoréow
a1 = (1,0), a0 = (0,1), a3 = (1,1).
Woéweczas:

(a,a1) (g, 0) (ap,a3) 21
G(ay,ap,a3) = |(ag,01) (a2, a2) (ag,a3)| = |1 1
<OC3, le> <‘X3/ 0‘2> <‘X3/ OC3> 3 2

, W(ag,ap,a3) =0.

N W

wroéémy uwage na to, ze = w3, oraz dla macierz , 00,

Z t N +ay = a3 dl G(aq, ap, 03
pierwszy wiersz + drugi wiersz = trzeci wiersz oraz pierwsza ko-
lumna + druga kolumna = trzecia kolumna. Wida¢ dlaczego?

e Zauwazmy, ze G(aq,...,a,) jest macierza diagonalna wtedy i tylko
wtedy, gdy uklad a4, ..., a; jest ukladem prostopadtym. Diagonal-
na macierz Grama ma na przekatnej wyrazy dodatnie. Szczegélnie
istotny przypadek zachodzi, gdy a1, ...,a, jest baza ortonormalna
przestrzeni V. Wéwczas macierz Grama jest macierza identyczno-
Sciowa.

Fakt 76. Macierz Grama G(aq, ..., ) uktadu wektorow w (V,(,)) wy-
znacza wartosci iloczynu skalarnego nalin(ay, ..., ax): dlav = aqeq + ...+
agay oraz w = byag + . .. + bray mamy:

b
(@100 + ...+ agag, byag + ...+ bray) = {al ak} -Glag, ... o) |
bi
W szczegdlnosci, jesli By, ..., Bn jest bazq ortonormalng (V,(,)), wéwczas
dla dowolnych o, p € V mamy

(B.B1)
(0 B) = [(wBr) o (wBa)]-|
(B.Bn)
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Dowdd. Teza pierwszej cze$ci wynika z nastepujacego ciagu réwnosci:

(e + ...+ apiy, biay + ...+ bpay) = a1 (&, biag + ...+ byay )+
+ap{ g, bioqg + ...+ bpay)+
+...+
+ap(ay, biag + ...+ byay) =
= Y aibi(w,ap)

1<ij<n

by

Uzyskany wynik jest réwny [al ak} cGlaq, .. mp) - |

bi

Druga czes¢ tezy jest zastosowaniem pierwszej. Skoro baza B4, ..., Bx

jest ortonormalna, to G(B1, ..., Bn) = I. Co wiecej, korzystajac z faktu
o postaci wsp6lrzednych wektora w bazie ortonormalnej mamy:

a= (& B1)B1+ (& B2)B2+ .-+ (& Bn)Bn
= (B, B1)B1+ (B, B2)B2+ .-+ (B, Bu)Bn-

O
Przyklad. W przestrzeni euklidesowej
R® ze standardowym iloczynem ska-
Fakt 77. Dla ukladu wektoréw oy, . .., ay przestrzeni euklidesowej (V, (,)) larnym rozpatrzmy uklad wektoréw
oraz dla bazy ortonormalnej By, ..., Bn tej przestrzeni niech A bedzie macie- ’2‘; - >(1'0' ?'2"; . >(1'1’ ?2‘ YX‘;WCZL’;
. . . . . , . 1,41) = 4 1,42) = 2,41) = 9
rzq rozmiaru n X k majgcq w j-tej kolumnie wspétrzedne wektora a; w bazie (&, 0) = 6. Stad:
ortonormalnej By, ..., Bn, to znaczy: A = (a;;), gdzie a;; = (wj, B;), dla 1
i=1 kj=1 n. Wowczas: G(a az):z 3_1 0 1~0
7Ny A A ‘ 1 3 6 1 1 2 1

G(ay,...,ap) = ATA.
W szczegdlnosci dla k = n mamy:
W(ag, ..., an) = (detA)z.

Dowéd. Z definicji macierzy transponowanej i-ty wiersz macierzy AT
ma kolejne wyrazy takie same jak kolejne wyrazy i-tej kolumny ma-
cierzy A. Czyli zawiera on wspoélrzedne wektora a; w bazie By, ..., Bx.
Traktujac go jako macierz 1 x k mamy:

(B (i) oo (i)

Z drugiej strony j-ta kolumna A ma wspétrzedne wektora a; w bazie
ortonormalnej B, ..., Bn, czyli: (aj,ﬁ1>,. .., <0c]~, Bn). Teza wynika za-
tem z poprzedniego faktu.

Druga cze$¢ tezy wynika z tego, ze det A = det AT, gdy k = n, a zatem
z twierdzenia Cauchy’ego o wyznacznikach mamy det G(ay, ..., ax) =
det AT det A = (det A)2. Dowéd jest zakoriczony. O
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Fakt 78. Dla kazdego uktadu wy, ...,y wektorow przestrzeni euklidesowej
(V,(,)) mamy nieréwnos¢ W(ay,...,ax) > 0. Co wigcej nastepujgce wa-
runki sq réwnowazne:

(a) wq,...,wu jest liniowo niezalezny,
(b) W(ay,...,ax) > 0.

Dowdd. Niech B = {B1,...,Bn} bedzie baza przestrzeni euklideso-
wej W = lin(ay,...,a;) z iloczynem skalarnym (,)|w. Niech A be-
dzie ponownie macierza rozmiaru n X k majaca w j-tej kolumnie
wspo6trzedne wektora a; w bazie fy, ..., By. Zauwazmy, ze jesli uktad
A = {a1,...,a;} jest liniowo niezalezny, to jest on baza W, czy-
li macierz A jest odwracalna macierza kwadratowa postaci M(id)ﬁ.
Skoro G(ay,...,a;) = AT A, to w tym przypadku

W(ay, ..., ap) = det(ATA) = det(A)? > 0.

Jesli ay, ..., ax jest uktadem liniowo zaleznym, to macierz A ma rzad
mniejszy niz k. Rzeczywiscie, warunkiem réwnowaznym liniowej zalez-
nodci ukladu a4, ..., & jest to, ze jeden z wektoréw «; jest kombinacja
liniowa wektoréw &, dla i # j. Niech to bedzie

o = Z ajoc]-.

j#

Woéwczas i-ta kolumna macierzy A ma postac:

Yjxiaja, 1) - (g, Br)
Yz aj0j, B2 e (ag B)

. =29 |. .

: j#i " :
<Z#,» ajej, ﬁn> (@ Bn)

A zatem wykonujac ciag operacji elementarnych typu (1) polegajacych
na odejmowaniu od i-tej kolumny j-tej przemnozonej przez a; uzysku-
jemy wyzerowanie i-tej kolumny. Skoro rzad macierzy nie zmienia sie
przy operacjach elementarnych, to rzad macierzy A jest mniejszy niz k.
Z pierwszego semestru wiemy, ze dla dowolnych macierzy X, Y, dla
ktérych istnieje iloczyn XY, mamy

r(XY) < min{r(X),r(Y)}.

Stad r(G(aq,...,ax))
Zatem W(aq, ..., a;) =

r(ATA) < min{r(AT),7(A)} = r(A) < k.

e

W szczego6lnosci pokazaliSmy tez pierwsza czesc tezy.

To po prostu wynika stad, ze kolumny
macierzy XY sa kombinacjami liniowymi
kolumn macierzy Y.
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Zwieniczeniem rozwazan w tej czesci wykiadu jest niezwykle istotne
(i popularne) kryterium Sylvestera. Méwi ono o tym kiedy symetryczna
macierz kwadratowa moze by¢ macierza Grama.

Kilka zdan wprowadzenia: rozpatrzmy n wymiarowa przestrzen linio-
wa V nad ciatem R i jej baze ay, ..., a,. Funkcja f : V X V — R zadana
dla kazdych wektoréw xqaq + ... + xua,, Y101 + ... + Yu&,; Wzorem:

n
flxian + .o 4 X, Y101 4+ Ynltn) = Y ajjxiy;
ij=1
jest liniowa ze wzgledu na kazda ze zmiennych oraz f(«, ) = f(B,«),
dla kazdych «, B € V. Pytanie: co musimy wiedzie¢ o wspétczynnikach
a;j, aby powiedzie¢, ze spetniony jest warunek f(«,a) > 0, dla & # 0?
Okazuje sie, ze kryterium jest bardzo czytelne.

Definicja 57. Dla dowolnej macierzy A € M, (K) oraz dlai = 1,...,n
niech A" € M;(K) oznacza macierz powstatq z A przez usuniecie ostatnich
n — i wierszy i ostatnich n — i kolumn. Wyznacznik tej macierzy nazywamy
WIODACYM MINOREM GLOWNYM STOPNIA i macierzy A.

Fakt 79 (Kryterium Sylvestera). Niech V bedzie przestrzenig liniowq nad R
iniech A = (wy, ..., &) bedzie jej bazq. Dla dowolnej macierzy symetrycznej
A = [a;] € My(R) rozpatrujemy funkcje f : V x V. — R zadang dla
kazdych wektoréw postaci x1a1 + ... + Xy, Y101 + . .. + Ypoty wzorem:

n
flrian + .o+ Xp, i 4 Ynttn) =Y 4XY;
ij=1
Wowczas nastepujgce warunki sq réwnowazne.
(i) funkcja f jest iloczynem skalarnym na przestrzeni V,
(i) detA®) >0,dlai=1,...,n.
Przyktad: niech f : R?® x R® — R, gdzie

Po zapoznaniu sie z dowodem kryterium,
przyktadem i dowodem, zachecam tez
do obejrzenia ponizszego filmu https:
//youtu.be/92xYChexuyU.

f(x1,x2,x3), (Y1,¥2,y3)) = (4 —1)x1y1 + X1Yy2 + X1y3 + Xoy1 + X2y2 + Xoy3 + X3Y1 + X3Y2 + rX3Y3.

* Dlajakich r € R funkgja f jest iloczynem skalarnym na R3?

¢ Dlajakich r € R funkcja |y jest iloczynem skalarnym na przestrzeni
W =1in((1,1,-1),(0,1,1))?

Rozwiazanie. Podana funkgja jest dwuliniowa i symetryczna, a zatem
mozemy zastosowaé kryterium Sylvestera. Bierzemy baze standardowa
(€1, €2, €3) przestrzeni R i macierz o wyrazach f(e;, €j) postaci:

4—r 1 1
1 1 1
1 1 r


https://youtu.be/92xYChexuyU
https://youtu.be/92xYChexuyU
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Aby macierz ta byta macierza Grama potrzeba i wystarcza, aby:

4—r 1
4—r>0, >0,
1 1
oraz
4—r 1 1
1 1 1| >0.
1 1 r

A zatem dostajemy ukiad warunkow:
4>r, 3>r, —r*+4r—-3=—(r—1)(r—3) > 0.
Stad f jest iloczynem skalarnym na R® wtedy i tylko wtedy, gdy
re(1,3).
Odpowiedzmy na drugie pytanie. Bierzemy
ap=(1,1,-1), ar=(0,1,1).
Wyznaczamy macierz o wyrazach f(a;, ;). Ma ona postac:

3 3—vr
3—r 347

A zatem jest ona macierza Grama wtedy i tylko wtedy, gdy 3(3 +r) —
(3—7)%2 >0, co daje —r> +9r > 0, czyli 7(9 — r) > 0. A zatem w tym
przypadku r € (0,9).

Dowdd. Dowodzimy (i) = (ii). Jesli f jest iloczynem skalarnym na V,
to oczywiscie A jest macierza Grama ukfadu (aq, ..., a,). Ograniczenie
flw, do podprzestrzeni W; = lin(ay, ..., «;) jest iloczynem skalarnym
na przestrzeni W, dla kazdego i =1,...,n. Stad, zgodnie z Faktem 78,
macierze A() = G(ay,...,u;) maja dodatnie wyznaczniki.

Dowodzimy (ii) = (i) przez indukcje po wymiarze n przestrzeni V.
Oczywiscie f spelnia trzy warunki: liniowosci ze wzgledu na kazda
zmienng oraz warunek symetrycznosci (bo macierz A jest symetryczna)
wystepujace w definicji iloczynu skalarnego. Trzeba jedynie pokazac,
ze f jest dodatnio okreslona, tzn. f(a,a) >0dla0 #a € V.

Dla n = 1 teza jest jasna, bo V = lin(ay) oraz A = [a11], przy czym
aj; > 0 (bo to jest detA(l)). A zatem dla kazdego niezerowego ax; € V

f(any, anq). = a’ay; > 0.

Zatem f jest iloczynem skalarnym. Zat6zmy, ze dowodzona implikacja
jest prawdziwa dla n — 1. Dowodzimy dla n. Niech W = lin(a, ..., a,_1).
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Z zatozenia indukeyjnego (W, f|w ) jest przestrzenia euklidesowa. Niech
B1,...,Bn—1 bedzie baza prostopadta W otrzymana z bazy «y,...,a,_1
metoda Grama-Schmidta. W szczegélnosci f(B;, Bj) = 0, dla i # j.
Definiujemy wektor 3, postaci:

Wéwezas nowo zdefiniowany wektor spelnia f (B, ;) = 0, dla wszyst-
kichi = 1,...,n — 1 (sprawdzamy to podobnie jak w dowodach
z poprzedniego wykladu, po prostu stosujac liniowosé ze wzgledu
na kazda zmienna oraz symetrycznos¢ f). Rozpatrzmy teraz macierz
B = [b;] € Mu(R), gdzie b;; = f(B;,B;), dlai,j=1,...,n, czyli:

f(B1,B1) 0 0

0 f(ﬁZ/;BZ) 0

B= : : .. :
0 0 woo f(Bn, Bn)

Teraz trzeba udowodnié co$ intuicyjnie jasnego, ale technicznego w do-
wodzie. Mianowicie: w istocie macierz B powstaje z macierzy A przez
wykonanie operacji elementarnych typu (1) na wierszach i kolumnach
(dodawanie wiersza pomnozonego przez stala do innego wiersza, ana-
logicznie dla kolumn). Dlaczego to wystarczy?

Otéz operacje elementarne typu (1) nie zmieniaja wyznacznika. Wiec
det A = detB. Wiemy tez, ze B jest diagonalna i ma na diagonali
wyrazy f(B1,B1),---, f(Bn, Bn)- Ich iloczyn to wyznacznik macierzy B.
Wiemy z zalozenia indukcyjnego, ze f(B1,B1), .-, f(Bun-1,Bn—1) sa do-
datnie, bo f|w jest iloczynem skalarnym i korzystamy z (i) = (ii).
Ostatni element diagonali f (B, ) tez musi by¢ jednak dodatni, bo
z (i) mamy det A(") = det A > 0. To oznacza, ze f jest iloczynem skalar-
nym, bo biorac 0 # & = x11 + ... + x4 B 1 korzystajac z f(B;, [3]) =0,

n
dlai # j, mamy f(a,a) = ¥ x2f(B;, Bi) > 0, co zakoriczy dowéd.
i=1

Dowéd wymaga dwoch krokéw. Po pierwsze zajmiemy sie macierza
X 4 majaca w wierszach wektory a, ..., &, bazy A, a nastepnie dopie-
ro popatrzymy na minory macierzy A. Po pierwsze twierdzimy, ze
macierz Xz majaca w kolejnych wierszach wektory 81, ..., B» powstaje
z macierzy X 4 poprzez operacje typu (1) na wierszach.

Pokazmy przez indukcje ze wzgledu na m, ze sprowadzenie pierw-
szych m wierszy macierzy X 4 do pierwszych m wierszy macierzy Xp
wymaga stosowania jedynie operacji (1) na pierwszych m wierszach.

Mata delikatnos¢: jeszcze nie wiemy czy
uklad By,...,Bn jest baza V, bo nie wie-
my czy f to iloczyn skalarny na V.
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Dla m =1 mamy B1 = a1, wiec teza jest jasna, bo nie trzeba wykony-
wacé zadnych operacji. Natomiast jeéli wiemy, ze jest tak dla m — 1, to
bierzemy macierz X 4. Zamieniamy pierwsze m — 1 wierszy z zatozenia
indukcyjnego na B, ..., B;—1 operacjami (1) wykonywanymi w obre-
bie m — 1 pierwszych wierszy. Dostajemy macierz X 4 ktérej pierwsze
m — 1 wierszy to f1,..., Bm—1, a kolejne to ay,, ..., ay.

3} B
K;—1| m-1 operagi ,Bmfl
e —

X Xm
L &n | L &n

Z twierdzenia o ortogonalizacji oraz z definicji wektora 8, mamy

Bm = am—c1p1—caPfor—...—Cpu_1Bm—1, gdzie ¢; = f(am,Bi)/ f(Bi, Bi)-

A zatem od wiersza m-tego X o odejmujemy c; razy pierwszy wiersz.
Od uzyskanego m-tego wiersza odejmujemy cp razy drugi wiersz
itd, na koncu odejmujac ¢, razy wiersz m — 1 od wiersza m-tego.
W rezultacie dostajemy macierz Xp/, ktéra w pierwszych m wierszach
ma wektory Bi,...,Bm, uzyskane przez stosowanie operacji (1) na
pierwszych m wierszach, a dalej (jesli sa) wektory a1, ..., a,. To kon-

czy dowéd indukcyjny, ze X mozna uzyskac z X 4 przez operacje (1).

Niech A’ bedzie f-macierza Grama uktadu B1,...,Bm—1,&m, ..., &n
oraz B’ niech bedzie f-macierza Grama ukladu By, ..., Bm, €mi1, - - -, &n.
Piszac f-macierz Grama uktadu wektoréw vy, ..., vy mamy tu na mysli
macierz o wyrazach f(v;, vj), dlal <i,j<k.

Do dowodu, ze B jest uzyskiwana z A przez operacje elementarne
wierszowe i kolumnowe typu (1) wystarczy pokaza¢, ze B’ mozna
uzyska¢ z A’ przez operacje typu (1) zmieniajace jedynie wiersze i ko-
lumny o indeksie m. Wynika to z faktu, ze macierze A’ oraz B’ maja
identyczne wyrazy poza m-tym wierszem i m-ta kolumna, bo ukltady
Bi, - Bm—1,%m, -, &y Oraz B1,..., Bwm, &m+1,--., &y réznia sie tylko
m-tym elementem. Zobaczmy:

[ f(B1,Bm-1) f(Br am)
Al = f(Bm—1,B1) f(Bm=1,Bm—1)  f(Bm—-1,2m) f(Bm—1,2n)
f(“m/ ,Bl) f(‘xnu ,Bmfl) f(‘xmr Dt/m) f(“m/ an)
L . cee f("‘nr .ﬁm—l) f("‘n.; le)

Intuicja: wykonujemy na kolejnych wier-
szach X 4 te same operacje, co przy orto-
gonalizacji G-S, cho¢ nie wiemy czy f to
iloczyn skalarny. Na i-tym wierszu stosu-
jemy i — 1 operadji (1), co zamienia «; na

Bi=wai—c1fr—...—ci—1Bi-1-
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f(BrBu-1)  f(B1Bm)

B — f(le_lfﬁl) f(.Bm—erBM—l) f(,Bm—lf.Bm) f(ﬁm—lf"‘n)
fBmB1) oo f(BmBm-1) f(Bm, Bm) : f(Bmson)

L e flan, B-1) f(an, Bm)

Wiemy, ze By = am — 181 — c2B2 — ... — Cy—1Bm—1, dla znanych c;.
Macierz Xp uzyskiwaliSmy z X 4 przez wykonanie m — 1 operacji
odjecia od m-tego wiersza wielokrotnosci c; wiersza i-tego. Aby uzyskac
macierz B’ z A’ trzeba wykona¢ 2m — 2 operadji typu (1). Pierwsze
dwie to: odjecie od m-tego wiersza c; razy wiersz pierwszy, potem od
kolumny m-tej trzeba odja¢ ¢ razy kolumne pierwsza. Oto rezultat:

f(B1, Bm-1) f(B1, e —c1B1)

fBum-1,81) - f(Bu-1,Pm-1) f(Bm—1,0m — c11)
f(lxm - Clﬁl/,Bl) ce. f(“m - Clﬁl/,Bmfl) f(“m —c1B1, 0, — Clﬁl)

L . f(n, Bu-1) f(an, m —c1B1)
Nastepne dwie operacje to: od m-tego wiersza odja¢ c; razy drugi
wiersz i potem od m-tej kolumny odja¢ c; razy kolumne druga:

f(Br,m — 11— c2fp2)

f(“m - Clﬁ”l - C2,52/ ,32> cee f(“m - Clﬁ’l - 52,52/ Xm — Cq ﬁ] - Czﬁz)

fan, am —c1p1 — c22)

i tak dalej. W ten sposéb, korzystajac z liniowosci f wzgledem kazdej
ze zmiennych dostajemy zadana posta¢ B'. Zauwazmy wszak, ze m-ty
wiersz macierzy B’ to kombinacja liniowa c¢j razy pierwszy wiersz +
cp razy drugi wiersz + ...+ ¢y,_1 razy m — 1-wszy wiersz. Podobnie
dla kolumn. Zatem pokazaliémy, ze B mozna dosta¢ z A operacjami
elementarnymi typu (1), co koniczy dowéd implikaciji (ii) = (i). O

Dowdéd byt stosunkowo zawity. Wynika to z pewnego ubdstwa narzedzi,
ktérymi w tym momencie dysponujemy. Na kolejnych wyktadach
dowiemy sie wiecej o macierzy Grama. Za kilka tygodni poznamy

uogolnienie kryterium Sylvestera zwane twierdzeniem o bezwtadnosci.

f(ﬁm—l/ “n)
f(“m - C’lﬁ]z“ﬂ)

f(am —c1B1 — c2B2, n)
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Uzupetnienie. Macierzowy dowdd kryterium Sylvestera

Dowodd kryterium Sylvestera zaprezentowany podczas wyktadu moz-
na uczytelni¢ za pomoca argumentéw macierzowych. Przypomnijmy:
przygladamy sie macierzy symetrycznej G(f;.A) o wyrazach f(a;, a;),
gdzie f : VxV — R, za§ A = {ay,...,a,} jest baza V. Kluczowa
uwaga jest nastepujaca: jesli B = (B, ..., Bn) jest réwniez baza V, to

T
G(f;B) = (MGd)A) -G(FA) - MGd)E. (1)
Przeprowadzmy krétkie rozumowanie. Z definicji funkcji f wiemy, ze

by
f(oa,o/):{al an}-G(f;A)- S
by

gdzie (ay,...,a,), (b1, ..., by) sa wektorami wspéirzednych wektoréw
«, o’ w bazie A. W szczeg6lnosci, biorac « = B; oraz ol = ﬁj mamy:

b
fBiB) = |a o @] G-
b,
gdzie (a},...,a,) oraz (b},...,b}) sa wektorami wspodlrzednych wek-

toréw B;, B; w bazie A, czyli tak naprawde odpowiednio: i-ta oraz j-ta
kolumna macierzy M(id)#A. Dostajemy wiec (1).

Zakladamy, ze dla bazy A macierz G(f; A) ma dodatnie gtéwne minory
wiodace. Rozwazmy posta¢ blokowa powyzszej macierzy postaci:

G(f; A)n—1)

G(f; A) = T ﬂ , gdziea € R"1,b € R.

Gtéwne minory wiodace G(f; A)"~) sa gtéwnymi minorami wioda-
cymi G(f; A). Zatem z zalozenia indukcyjnego ¢ = f|v, ,xv, , jest ilo-
czynem skalarnym na przestrzeni V;,_1, gdzie V,,_1 = lin(ay, ..., a,_1).

JesliC = (By,...PBn—1) jest baza V,,_1, to w bazie B = (B1,...Bn—1,4n)
przestrzeni V macierz G(f; B) ma postac:

G(f;B) = lG(r‘o;’Tc) Z] , gdzie y € R""!

i skoro G(f;B) = CTG(f;A)C, dla pewnej macierzy odwracalnej
C, to wobec zatozenia detG(f;.A) > 0 (to jeden z minor6w) mamy
det G(f; B) > 0. Przyjmijmy dalej, ze baza C jest ortonormalna.

Formule ta wykazemy ponownie (i nieco
inaczej) w ramach wyktadu o formach
dwuliniowych w maju.

Innymi stowy pokazujemy tu tylko trud-
niejsza implikacje kryterium.
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Wobec tego macierz funkgji f w bazie (B4, ..., By—1,&n) ma postac

1 0 0o ... 0 a

01 0 ... 0 ar

0 0 1 ... 0 as
G(f;B) =

0 0 0 ... 1 ap,

ay 4y 4z ... A4y b

Niech PT bedzie macierza powstala przez zamiane ostatniego wiersza
w macierzy identycznosciowej I, € M, (IR) na wiersz

[—al —a; —as ... —a,_1 1}.

Latwo sprawdzi¢ (patrzac jakie operacje elementarne zwiazane sa
z mnozeniem przez P oraz PT), ze istnieje d € R, ze:

o Lo
ﬁC@BW_lO d}

Skoro za$ uzyskana macierz jest to kolejna macierz funkcji f (znowu
dokonali$my zmiany bazy), to musi mie¢ dodatni wyznacznik. Zatem
d > 01i f jest w spos6b oczywisty iloczynem skalarnym.

Kluczowe jest zrozumienie, ze w istocie zaprezentowany dowod jest
identyczny z przedstawionym na wykladzie. Macierz P ma, jak widag¢,
wyznacznik 1, a zatem mnozenie przez PT czy P nie zmienia wyznacz-
nika. Co ta macierz robi? Otéz macierz PTG (f; B) to macierz, w ktérej
od ostatniego wiersza macierzy G(f; B) odjeliémy kolejno:

® gy razy wiersz pierwszy,
* g, razy wiersz drugi,

® a,_1 razy wiersz n — 1-wszy.

Analogiczne dziatania na kolumnach macierzy G(f; B) wykonane sa
przez mnozenie G(f; B)P. Ta operacja wymienia uktad B, ..., By—1,Bn
na taki uktad By,...,Bn-1, B, ze B, jest prostopadly do wektoréw
«1,...,0,_1. Czy Czytelnik widzi, ze ma to zwiazek z ortogonalizacja?

Wymiana bazy w macierzy Grama A pewnego iloczynu skalarnego
polegajaca na wzieciu iloczynu PTAP to niezwykle istotny zabieg
algebraiczny, ktéry zobaczymy w teorii fukcjonatéw dwuliniowych sy-
metrycznych (to sa funkgje takie, jak wyjsciowa funkgja f, bez witasnosci
dodatniej okreslonosci). Pozwoli on na wprowadzenie drugiej, obok
podobienistwa, kluczowej relacji réwnowaznosci na zbiorze macierzy
kwadratowych (nie tylko nad R) — relacji kongruencji.
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Dodatek. Macierze AT A i metoda najmniejszych kwadratéw

W ramach tego wyktadu kilkukrotnie korzystamy istotnie z rozmaitych
wlasnosci iloczynu AT A. Powiemy o jednym z najwazniejszych jego
zastosowan, czyli metodzie najmniejszych kwadratéw.

Zacznijmy od ukladéw réwnan. Jesli A € M;;x,(R) oraz b € R™,
to uktad Ax = b moze nie mie¢ rozwiazania x € R". Jedli jednak
rozwazamy strukture przestrzeni euklidesowej (R”, (,)), to mozemy
zastanawiac sie czy jest jakis wektor, ktory bylby ,najblizej" rozwiazania.
Rozwazmy przyklad takiego réwnania:

1 2 4 1 2 4

1 3 -[xllz 5| <= x1-|1| +x2- (3| = |5

00 6 0 0 6
Nietrudno widzieé, ze réwnanie to nie ma rozwiazan, bo wektor (4,5, 6)
nie jest kombinacja liniowa wektoréw a; = (1,1,0),a; = (2,3,0).
Zobaczmy rysunek w przestrzeni R3

b

\

3

as

Zaznaczona ,plaszczyzna" to przestrzen rozpieta przez kolumny a4y, 2,
macierzy naszego uktadu. Kazdy wektor na tej plaszczyznie jest postaci
x1a1 + x2a2, dla pewnych x1, x € R. To sa wlasnie wektory Ax. Linia
przerywana oznaczony jest wektor opisujacy Ax — b. Niestety moze on
nigdy nie by¢ zerowy. Ale skoro jesteSmy w przestrzeni euklidesowej,
to mozemy probowa¢ minimalizowa¢ wyrazenie ||Ax — b||.

Problem ten przypomina Fakt 7o, ktéry mowil, ze jesli W jest podprze-
strzenia przestrzeni euklidesowej V oraz v’ jest rzutem prostopadtym
wektora v € V na W, wéwczas ||v — /|| = mingew [|v — w]].

W naszym przypadku podprzestrzen W = {Ax,x € R3} jest prze-
strzenia kolumnowa macierzy A. Zatem wektor £, ktéry minimalizuje

||Ax — b|| jest rzutem wektora b na podprzestrzen kolumnowa A.

Jak wyznaczy¢ ten rzut? Popatrzmy na tzw. wektor bledu b — A%.

Jest to oczywiécie opowiadanie o naj-
prostszej jej formie — jest to rozbudowana
teoria, ktérej elementy poznaja Paristwo
m.in. na matematyce obliczeniowej.

Ten dodatek napisany jest na podsta-
wie znakomitej ksiazki Gilberta Stranga
,Linear algebra and its applications".
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Wektor ten musi by¢ prostopadly do kazdej kolumny a4, ..., a, macie-
rzy A, co mozemy zapisa¢ schematycznie w postaci:

(

alT,b—
(al,b—A

=>
~

I

(@]

(al,b—A%) =0

co w przypadku standardowego iloczynu skalarnego przepisa¢ mozna
do postaci:

AT(b— A%) = 0.
Innymi stowy, wektor £ jest w tym przypadku rozwigzaniem tzw.
réwnania normalnego:

ATAz = ATb,

powstajacego przez przemnozenie wyjéciowego réwnania przez AT.
Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Fakt 8o. Jesli réwnanie Ax = b nie ma rozwigzari w przestrzeni euklidesowej
(R", (,)st), to ||Ax — || jest minimalna dla x = £, bedgcego rozwigzaniem
réwnania:

ATAz = ATb.
Macierz AT A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy kolumny A sq liniowo

niezalezne. Wowczas:
2= (ATA)1ATD.

Zachecam Czytelnika do dowodu tego faktu. Prosze przy okazji po-
kaza¢, ze jednorodne uktady réwnan liniowych zadane macierzami A
oraz ATA maja ten sam zbidr rozwiazan.

PrzejdZzmy na koniec do naszego przyktadu. Rzut prostopadly (stan-
dardowy) wektora b = (4,5, 6) na przestrzern kolumnowa macierzy o
kolumnach (1,1,0)7 oraz (2,3,0)T to po prostu rzut prostopadty na
przestrzen lin((1,0,0), (0,1,0)), i jest to oczywiscie (4,5, 0). Potwierdza
sie to przy wyliczeniach proponowanych przez fakt wyzej:

110]_15_[25]
2 30 |5 13
00

ATA =

#=(ATA)1ATh = [13 N E ; 81

-5 2
1 2| r 4
N 2
Ax= |1 3 11 = |5
0 0| L 0
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Co to wszystko ma wspélnego z zastosowaniami matematyki? Zatézmy,
ze wykonaliSmy serie eksperyment6éw i oczekujemy, ze wynik b bedzie
funkcja liniowa argumentu f. Szukamy zatem prostej o réwnaniu C +
Dt = b. Przyklady:

* Wyznaczamy odleglos¢ satelity od Marsa. W tym przypadku ¢ jest
zmienna czasowa, a b — dystansem od planety. O ile nie wylaczy sie
silnika i o ile grawitacja nie bedzie bardzo silna, satelita powinien
poruszac¢ sie z mniej wiecej stata predkoscia v, czyli b = by + vt.

e W teorii elastycznosci badamy rozszerzenie b struny obciazonej
okreslona masa ¢t. O ile obciazenie nie jest nadmierne, rozwaza sie
liniowa zalezno$¢ b = C + Dt.

e Koszt produkgji t ksiazek jest niemal liniowa funkcja b = C + Dt,
gdzie C jest kosztem przygotowania, a D jest kosztem kazdej dodat-
kowej ksigzki

Jak wyznaczy¢ C i D? Jesli nie ma btedu, wéwczas kazde dwa pomiary
b powinny okresla¢ prosta b = C + Dt. Ale jesli jest btad, wéwczas
musimy by¢ gotowi na znajdowanie ,,optymalnej" prostej przyblizajacej
te rozwiazania. Wykonujemy te pomiary dostajac uktad réwnan:

C+Dt; =h
C+Dt, =hb
C‘l’DtTn - bm.

Ten ukltad zawiera nadmiarowe informacje: mamy m réwnan i tyl-
ko dwie niewiadome C, D. Jesli wystapity btedy, uklad ten nie ma
rozwiazania. Jesli wystapily, to najlepsze rozwiazanie £ = (C, D)7,
przyblizajace btad (w normie ||, ||s;) ma minimalizowa¢ wyrazenie:

|Ax —b|| = (by — C — Dt1)> + ...+ (b — C — Dty)>.
Wektor p = (p1, p2, p3) = A% jest ,tak blisko" b = (by, by, b3), jak to

mozliwe, tzn. suma kwadratéw réznic p; — b; jest minimalna.

Dla przykladu: biorac by = 1,t; =1, bp = 1,tp = 1,b3 = 3,13 = 2
widzimy, ze punkty (b;, t;) nie leza na jednej prostej. Istnieje jednak
prosta C + Dt = % + %t, ktéra ,najlepiej” przybliza rozwiazania ukladu

C-D =1
C+D =1.
C+2D =3

Rysunek obok przedstawia uzyskana prosta i ,punkty pomiarowe".
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Trivia. Kluby Nieparzystowa

Miasteczko Nieparzystow liczy sobie n mieszkaricow. Ich gtéwnym zajeciem
jest formowanie rozmaitych klubdw, co grozi wielkim politycznym chaosem.
Rada Nieparzystowa rozporzqdzila jednak, aby kazdy klub miat nieparzystq
liczbe cztonkéw. Co wiecej kazde dwa kluby muszq mie¢ parzystq liczbe wspdl-
nych cztonkéw. Pokazaé, Ze nie jest mozliwe stworzenie wigcej klubéw, niz
wynosi ludnosé Nieparzystowa.

Liczba potencjalnych klubéw, czyli podzbioréw zbioru n-elementowego
wynosi 2", a wiec wiecej niz n. Ile wéréd nich jest klubéw o nieparzystej
liczbie cztonkéw? Wydaje sie, ze réwniez mozliwe jest, zeby byto ich
wiecej niz n. Gdy n = 3 mamy mozliwe trzy kluby o jednym czlonku
i jeden klub o trzech czlonkach, a wiec wiecej niz 3. Latwo jednak
sprawdzi¢, ze konfiguracja taka nie moze wystapi¢ w przypadku, gdy
kazde dwa kluby musza mie¢ parzysta liczbe wspélnych cztonkéw.
Jak to pokaza¢ dla kazdego n?

Dowdd. Ponumerujmy mieszkaricow liczbami 1,2,...,n, a kluby na-
zwijmy Cy, ..., Cy. Definiujemy macierz A € M, «n(R), w ktorej ko-
lumnach stoja , listy przynaleznosci” do klubéw. Doktadniej A = (’11‘]’)1

1, jesli mieszkaniec i nalezy do C;
aj —
! 0, jesli mieszkaniec i nie nalezy do Cj.

Przyjrzyjmy sie teraz iloczynowi AT A. Jest to macierz rozmiaréw m x m,
ktérej wyraz w wierszu i-tym oraz w kolumnie j-tej dostajemy ze wzo-

ru: kil aiagj- Co ta liczba oznacza?

Zauwazmy, ze i-ty wiersz macierzy AT liczy sobie doktadnie n wyra-
z6w i wyraz ay; koduje przynaleznosé k-tego mieszkarica do klubu C;.
Wyraz ten wynosi 1, jesli k-ty mieszkaniec nalezy do klubu C; oraz 0,
jesli nie nalezy. Mnozenie i-tego wiersza AT oraz j-tego wiersza A to po
prostu standardowy iloczyn skalarny ,list przynaleznosci" do klubéw
Cii C]-. Prosze zauwazy¢, ze iloczyn ten ma sktadniki réwne 0 lub 1.
Sktadnik ay;ay; jest rowny 1 wtedy i tylko wtedy gdy k-mieszkaniec jest
cztonkiem zar6wno klubu C; jak i klubu C;. A zatem wyraz macierzy
AT A stojacy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie bedacy suma takich Al
opisuje doktadnie liczbe wspdlnych cztonkéw klubu i-tego i j-tego!
To jest doktadnie macierz Grama uktadu wektoréw opisujacych , listy
przynaleznoéci” do klubéw od 1 do m. Zauwazmy jeszcze, ze mozna
moéwic o ,prostopadtosci” wektoréw z listami klubéw. Oznacza ona po
prostu, ze kluby nie maja wspdlnych cztonkéw.
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Co to oznacza dla naszego problemu? Prawo w Nieparzystowie impli-
kuje, ze na przekatnej naszej macierzy Grama AT A stoi nieparzysta
liczba cztonkéw i-tego klubu (bo i-ty klub ma wszystkich cztonkéw
wspolnych z i-tym klubem), a wszedzie indziej stoja liczby parzyste.
Nietrudno pokazaé, ze macierz AT A rozmiaru m x m jest petnego
rzedu m. Wynika to stad, ze wyznacznik macierzy Grama jest liczba
catkowita (wszystkie wyrazy sa catkowite) za§ wyznacznik macierzy
o wspodtczynnikach catkowitych ma reszte z dzielenia przez 2 taka
sama jak wyznacznik macierzy powstalej przez podmiany pierwotnych
wyrazéw przez ich reszty modulo 2.

W przypadku naszej ,klubowej" macierzy Grama. Po wzieciu jej wsp6t-
czynnikéw modulo 2 dostajemy I;, a wiec macierz m x m o niezero-
wym wyznaczniku 1. Zatem r(AT A) = m. Na wykladzie przypomnie-
liSmy nieréwnos¢

m=r(ATA) <r(A) =r(AT) <n.
Klubéw jest zatem nie wiecej, niz mieszkancéw. O

Podobnych zadarn wykorzystujacych ,wektory przynaleZnosci"
(lub wektory incydenciji) jest znacznie wiecej. Ponizej wypisatem kilka.
Moze Czytelnik zechce sie z nimi zmierzy¢?

Zadanie 1. Studenci wychodza na lody w grupach co najmniej dwuoso-
bowych. Po tym jak k > 1 grup poszto na lody okazato sie, ze kazdych
dwéch studentéw byto razem na lodach co najmniej raz. Wykaz, ze
wszystkich studentéw jest nie wiecej niz k.

Zadanie 2. W Réznicowie mieszka n mieszkancéw. Stworzyli oni n
parami réznych klubéw Ay, ..., Ay (czyli podzbioréw zbioru mieszkan-
coéw). Pokaz, ze istnieje w Réznicowie mieszkaniec x taki, ze zbiory
A1\ {x},..., A\ {x} sa réwniez parami rézne.

Zadanie 3. Uczestnicy Turnieju Matematycznego w miejscowoéci Bez-
punktéw rozwiazywali n zadan. Kazde zadanie bylo warte pewna
catkowita dodatnia liczbe punktéw, okreslana przez Jury. Uczestnik
dostawat 0 punktéw za zte rozwiazanie albo wszystkie mozliwe punkty
za poprawne rozwiazanie. Jury zorientowalo sie, ze w zaleznosci od
tego jak dobierze punktacje za poszczegélne zadania, uzyska wszyst-
kie mozliwe Sciste listy rankingowe uczestnikéw (czyli takie, gdzie
dwoch uczestnikéw nie ma takiego samego tacznego wyniku). Znajdz
najwieksza mozliwa liczbe uczestnikéw tych zawodow.

Mozna to pokaza¢ na wiele sposobéw.
Natychmiast wynika to na przyklad
Z wzoru permutacyjnego na wyznacznik.
Np. dla zbadania parzysto$ci wyznaczni-
ka macierzy catkowitoliczbowej:

102495
370628
835044
663780

550428
909093
601178
487252

873298
127450
624653
292276

660694
925600
263392
593107

wystarczy wziaé kazdy ze wspétczynni-
kéw modulo 2 i dostajemy macierz Iy,
ktérej wyznacznik jest nieparzysty.
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