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Przypomnienie

Niech (V,+,-,0y), (W, +,-,0y) beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K.
Funkcje ¢ : V — W nazwiemy przeksztatceniem liniowym, jesli dla dowolnych
a, § € V oraz dla kazdego a € K zachodzi:

(1) ¢(a+pB) = ¢(a) + 6(5),
(2) ¢(a-a) =a-¢(a).

W szczegolnosci: ¢(0y) = Oy, czyli zero przechodzi w zero.

Uszczegoétowienie: w zasadzie nalezy méwic o przeksztatceniach K-liniowych.

Np. przeksztatcenie ¢ : C — C dane wzorem:
¢(2) =2

jest R-liniowe, ale nie jest C-liniowe. bo dla K = C spetnia (1), ale nie spetnia (2).



Uwaga 1.
Niech ¢ : V — W. Nastepujace warunki sg rownowazne:
() ¢:V — W jest przeksztatceniem liniowym,
(ii) dla kazdych ay,...,ax € Koraz ay,...,a, € V zachodzi

<Z>(a1 aq{ + aao + ...+ akOék) = a d)(Oq) + 82¢(042) + ...+ ak¢(ak).

Innymi stowy: sposréd wszystkich funkcji ¢ : V — W przeksztatcenia liniowe to
doktadnie te, ktére zachowuja kombinacje liniowe.

Uwaga. Przeksztatcenia struktur algebraicznych, ktére zachowujg dziatania
nazywamy homomorfizmami (np. grup, ciat, pierscieni, przestrzeni liniowych).



Uwaga 1.
Niech ¢ : V — W. Nastepujace warunki sg rownowazne:
() ¢:V — W jest przeksztatceniem liniowym,
(ii) dla kazdych ay,...,ax € Koraz ay,...,a, € V zachodzi

<Z>(a1 aq{ + aao + ...+ akOék) = a d)(Oq) + 32¢(042) + ...+ ak¢(ak).

Dowad.
@ Indukcja ze wzgledu na k. Dla k = 2 mamy:

plaron + &az) = ¢(a@1ay) + ¢(@az) = a1¢(ar) + a¢(a).
@ Niech k > 2. Z definicji przeksztatcenia liniowego mamy:
dlayaq + avan + ... + akak) = (@ + asan + ... + ak_1ak_1) + akd(ak).

Korzystajgc z zatozenia indukcyjnego dostajemy implikacje (i) = (ii).
Odwrotna implikacja jest oczywista.



Uwaga 1.
Niech ¢ : V — W. Nastepujace warunki sg rownowazne:
() ¢:V — W jest przeksztatceniem liniowym,
(ii) dla kazdych ay,...,ax € Koraz ay,...,a, € V zachodzi

<Z>(a1 aq{ + aao + ...+ akOék) = a d)(Oq) + 32¢(042) + ...+ akd)(ak).

Jesli ¢ : V — W jest przeksztatceniem liniowym. Wéwczas:

@ jesli A jest podprzestrzenig V, to ¢(A) jest podprzestrzenig W,
@ jesli B jest podprzestrzenig W, to ¢~'(B) jest podprzestrzenig V.




Twierdzenie 1.
Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech:
@ «ay,...,an— baza przestrzeni V,
@ (34,,..., s —dowolny uktad wektoréw przestrzeni W.
Wowczas istnieje doktadnie jedno takie przeksztatcenie liniowe ¢ : V — W, ze

Pla1) = B1,  Plaz) = P2, ..., J(an) = Bn. )
Dowdd:
@ Pokazemy najpierw, ze istnieje przeksztatcenie ¢ spetniajace podane warunki.
@ Dla kazdego v € V istniejg jednoznacznie wyznaczone ay,...,an € K, ze

vy =aiaq{ + ...+ anan.
@ Oznacza to, ze ponizsze przeksztatcenie ¢ jest dobrze okreslone:

¢(v) = a1B1 + ...+ anbh.
i spetnia zatozenia twierdzenia. Dlaczego?



Dowdd cd.
@ Po pierwsze: ¢ jest liniowe. Dowolne dwa wektory ~v¢,v2 € V mozna roztozy¢
w bazie avq,...,ap, tzn. istniejg a1, ..., an, &, ..., a, € K, ze:
Y4 = aiaq + ...+ anap, 7223/104 +...+a§,0zn,
zatem skoro v1 + 72 ma w tej bazie wspétrzedne a; + &, ..., ap + a,, mamy:
o) +d(v2) =aifi +...+anba+ B+ ...+ abn=
= (a1 + 3/1 )61 +(an+ & )6
= ¢(m1 +12)-
@ Po drugie: ¢ spetnia warunki twierdzenia. Wektor o; ma w bazie ay, ..., ap
tylko j-tg wspétrzedna niezerowg, rowng 1, a zatem z definicji ¢:
plar) = B1, ¢laz) =Bz, ..., &(an) = Bn

@ A zatem istnieje przeksztatcenie spetniajgce warunki twierdzenia.
Dlaczego jest jednoznaczne?



Dowdd cd.
@ Zatdézmy, ze istnieje przeksztatcenie liniowe ¢ : V — W takie, ze ¢(«;) = 5,
dat1<i<n.

@ Wéwczas dla kazdego o € V mamy:

1/)(0&) = ¢(a1 a1+ ...+ anan) =
= ap(ar) + ...+ apy(an) =
=aiB1+...+anBn=
= a4 (25(041) +...+ an¢(an) =
=¢(arar + ...+ apap) =
= ¢(a).
@ Czylidla kazdego a € V mamy ¢(«a) = ¢(«). Zdefiniowane przez nas

przeksztatcenie liniowe ¢ spetniajgce podane warunki jest jedynym
przeksztatceniem liniowym z V do W spetniajgcym te warunki!



Komentarze

@ Wezmy oy = (1,0,0), 2 = (0,1,0), 81 = (1,0,0), 52 = (0,1,0). Uktad
((1,0,0),(0,1,0)) jest liniowo niezalezny w R3, ale nie rozpina tej przestrzeni.
Istnieje wiec wiecej niz jedno przeksztatcenie liniowe ¢ : R® — RS takie, ze
¢(aq) = By oraz ¢(ao) = Po. Przyktadowe to:

o identycznose,
e oraz symetria wzgledem ptaszczyzny lin((1, 0, 0), (0, 1,0)) wzdtuz lin(0, 0, 1).

@ Wezmy oy = (1,0),042 = (0, 1),@3 = (1,1) oraz By = Po = P3 = (1,0,0)
Teraz uktad a1, as, ag rozpina R?, ale jest liniowo zalezny.

Gdyby istniato takie przeksztatcenie liniowe ¢ : R — R3, Ze
Qﬁ(Oﬁ) = ¢(052) = ¢(a3) = (1 ) 07 0)7
to z liniowosci ¢ mielibySmy sprzecznos¢:
(0,0,0) = ¢((0,0)) = ¢(a1 + a2 — az) = ¢(a1) + ¢(a2) — ¢(az) = (1,0,0).



Kazde przeksztatcenie liniowe f : K" — K™ jest wyznaczone jednoznacznie przez
podanie wartosci na bazie standardowej ¢4, . . ., e, przestrzeni V.

Przyktad. Niech f : R? — R* zadane bedzie na bazie standardowej warunkami:
f((1,0)) =(1,1,2,1), £((0,1)) =(0,3,1,-2).
Woéwczas z liniowosci f mamy:
f((x,y)) = f(x(1,0) + y(0,1)) = x - f((1,0)) + y - £((0,1)) = x(1,1,2,1) + (0, 3,1, -2)
=X, x+3y,2x+ y,x —2y).
Patrzad kolumnowo f dziata w nastepujacy sposéb:

X
R? 5 X f X+ 3y
y 2x+6

X —2y



Kazde przeksztatcenie liniowe f : K" — K™ jest wyznaczone jednoznacznie przez
podanie wartosci na bazie standardowej ¢4, . . ., e, przestrzeni V.

Pokazemy, ze dla kazdego takiego przeksztatcenia ¢ istnieje jednoznacznie
wyznaczona macierz
a1 ... ain

A=
am ... amn
taka, ze przeksztatcenie ¢, zobrazowane na wektorach kolumnowych, ma
nastepujacg postac:
Xq a11Xy + ...+ aipXn
K's|:| — : e K™
Xn amiXi + ...+ @mnXn



Kazde przeksztatcenie liniowe f : K" — K™ jest wyznaczone jednoznacznie przez
podanie wartosci na bazie standardowej ¢4, . . ., e, przestrzeni V.

Dowadd. Biorgc macierz A = (ajj) € Mmxn(K) i przypisujgc i-temu wektorowi
standardowemu ¢; w K" i-tg kolumne macierzy A, czyli
T
ole))=[ati ... amil

otrzymujemy wzor na ¢ postaci:

f((x1,...,%n)) = f(x4(1,0,...,0) + x2(0,1,...,0) +... + x5(0,0,...,1)) =
= f((x1€1 + ...+ Xnen)) =
= x1f(e1) + ...+ xnf(en) =
=x1(a1,...,am)+ ...+ xn(@1ny- .., 8mn) =
= (a1 X1 +...+anXn, ..., @mxy + ...+ a@mnXn).



Dwa wazne wnioski odnosnie uktadéw réwnan:

@ Jedli dany jest jednorodny uktad m réwnan liniowych o zbiorze n
niewiadomych nad ciatem K:

ai1xXy + appXo+ ...+ aipxp =0

am1 Xy + 8maX2 + ... + @mnXn = 0.

to zbiorem rozwigzan tego uktadu jest zbiér takich wektoréw (xq, ..., x,) z K",
ktére po wykonaniu przeksztatcenia ¢ : K" — K™ danego wzorem

Xq a1 Xy + ...+ a@nXn
K"> | : AN : €K™
Xn ami Xy + ...+ amnXn
przechodza w wektor zerowy.



Dwa wazne wnioski odnosnie uktadéw réwnan:

@ Niejednorodny uktad m réwnan liniowych o zbiorze n niewiadomych nad

ciatem K
ay Xy + aaXe + ...+ aipXn = by

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy wektor (b, ..., bn) € K™ jest
obrazem pewnego wektora (xi, ..., X,) przy przeksztatceniu ¢ danym

wzorem:
X1 a41X1 + ...+ ainXn

K> |: AN : e K™



Definicja 1.
Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym.
@ Jadrem przeksztatcenia ¢ nazywamy zbiér

ker(¢) = {a € V|p(a) =0} C V.

@ Obrazem przeksztatcenia ¢ nazywamy zbior:

im(¢) = {¢(a)|a e V} C W.

Proste przyktady

@ Jesli ¢ : R® — R dane jest wzorem

(X1, X2, X3)) = X1 + X,

to ker(gb) = {(X1,X2,X3) e R3: X1+ Xo = 0}



Definicja 1.
Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym.
@ Jadrem przeksztatcenia ¢ nazywamy zbiér

ker(¢) = {a € V|p(a) =0} C V.

@ Obrazem przeksztatcenia ¢ nazywamy zbior:

im(¢) = {¢(a)|a e V} C W.

Proste przyktady

@ Jesli ) : R — R® dane jest wzorem
¢(X) = (X’va)’
to im(¢) = lin((1,1,1)).



Definicja 1.
Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym.
@ Jadrem przeksztatcenia ¢ nazywamy zbiér

ker(¢) = {a € V|p(a) =0} C V.

@ Obrazem przeksztatcenia ¢ nazywamy zbior:

im(¢) = {¢(a)|a e V} C W.

Uwagi:

@ Jadro i obraz przeksztatcenia liniowego ¢ : V — W sg odpowiednio
podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V oraz W.

e Jesdli V = lin(ay, . .., an) to im(¢) = lin(¢(a), . .., d(an)).



Kluczowy przykiad
Niech ¢ : K" — K™ bedzie przeksztatceniem liniowym postaci:
f(X1,...,Xn) = (@11X1 + ...+ @nXny-- - , @m X1 + ...+ @mnXn).

Woéweczas ker(f) C K" jest zbiorem rozwigzan jednorodnego uktadu rownan
postaci:
ayXy+ appXo+ ...+ aipxn=0

am X1 + @meXo + ...+ @mnXn = 0.
A przestrzen im(f) C K™? Jest to:
lin(f(e1),...,f(en)) = lin((@11,---,8m1),---,(@1ns - -, 8mn))-
W szczegdlnosci z tw. Kroneckera-Capellego:
n = dim(K") = dimker(f) + dimim(f).



Inne przyktady

@ Niech ¢ : V — V bedzie homotetia, przy czym ¢(v) = av, dla kazdego v € V
oraz pewnego ustalonego a € K. Wéwczas:

er() = {{VO} 270 s = {V a0
, a=>0 {0} ,a=0
@ Niech ¢ : V — V bedzie rzutem na V; wzdtuz V,. Wéwczas:
ker(¢) = Vo, im(¢) = Vi.

@ Niech ¢ : R[x] — R[x] jest pochodna, to:

ker(¢) = {w € R[x] | deg(w) < 0}, im(¢) = R[x].
@ Niech ¢ : K* — K bedzie dane wzorem:

(X1, X2, X3, X4 ...) = (0,0, X3, Xg, . . .).
Woéweczas ker(¢) = {(s,1,0,0,...), |s,t € K}.



Definicja 2.

Wymiar przestrzeni im(¢) nazywamy rzedem przeksztatcenia, ozn. r(¢).

Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym. Niech U bedzie takg
podprzestrzenig przestrzeni V, ze V = ker(¢) @ U. Niech a4, ..., ax bedzie bazg
przestrzeni U. Wéwczas uktad ¢(av), ..., ¢(ak) jest bazg przestrzeni im(¢).

Twierdzenie 2.

Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym. Wéwczas:

dim V = dimker(¢) + dimim(¢).




Dowdd uwagi:

@ Niech U bedzie dopetnieniem prostym ker(¢). Wezmy baze U postaci
afq,...,ok. Pokazemy, ze: ¢(av), ..., ¢(ak) sa liniowo niezalezne oraz:
im(¢) = lin(¢p(aq), ..., d(ak)).
@ Niech s € im(¢). Chcemy pokazac, ze S € lin(¢(avq), ..., p(ak))-
@ Wiadomo, ze § = ¢(a) = ¢(/ + '), gdzie o’ € ker(¢) oraz o € U.

@ Azatem o” = ajaq + ... + akak, dla pewnych ay, ..., ax € K.

@ Zatem:
5 - ¢(O¢) = gb(o/ —+ ()//) =
= ¢(O‘/) =+ ¢(a1041 +...+ akak) =
=0+ ajp(aq) + ...+ akp(ak) € lin(p(ay), ..., p(ak)).



Dowdd uwagi cd.

@ Dowodzimy liniowej niezaleznosci uktadu ¢(av), . .., ¢(ak).
@ Przypusémy, ze ajp(aq) + ... + akp(ak) = 0.
@ Woéwczas ¢(ajaq + ... + axak) = 0, a zatem
ajoq + ...+ akoy € ker(9).
@ Ale przeciez «y, ..., ax jest bazg U.
@ Azatem ajaq + ...+ akay € ker(¢p) N U = {0}, bo V = ker(¢) & U.

@ W szczegélnosci ajaq + ...+ akax =0, czylia; = ... = ax =0,
bo ay,...,ak jest bazg U.

@ Uktad ¢(av1), ..., ¢(ak) jest zatem liniowo niezalezny.



Dowdéd twierdzenia (przypadek, gdy dim(V) < o). Na mocy twierdzenia o
wymiarze sumy prostej mamy:

dim(V) = dimker(¢) 4+ dim(U) = dim ker(¢) + k = dim ker(¢) + dimim(¢).

Rezultat nasz ma sens rowniez w przypadku, gdy V jest przestrzenig
nieskonczonego wymiaru.

Dowd6d wymaga pewnej modyfikacji, ale w rezultacie okazuije sig, ze jesli
¢V — W jest liniowe i dim(V) = oo, to wymiary przestrzeni ker(¢) oraz im(¢)
nie moga by¢ jednoczesnie skonczenie wymiarowe.

Wazne sytuacje:
@ gdy dimker(¢) =0,
@ gdy dimim(¢) = dim(V),
@ gdy zachodzi jedno i drugie.



Definicja 3.
Przeksztatcenie liniowe ¢ : V — W nazywamy:

@ monomorfizmem, gdy ¢ jest réznowartosciowe, to znaczy:

P(a) = ¢(B) = a =B,
dla kazdych o, g € V.

@ epimorfizmem, gdy ¢ jest ,na”, to znaczy gdy dla kazdego v € W istnieje
a € V takie, ze ¢(a) = 7.

@ izomorfizmem, gdy ¢ jest roznowartosciowe i ,na"
(to znaczy, gdy ¢ jest bijekcja).

Izomorfizm przestrzeni to pojecie pozwalajace na ich ,utozsamianie".



Przyktady

@ Przeksztatcenie liniowe ¢ : R — R3 dane wzorem

¢(x) = (X, X, X),

jest monomorfizmem, ale nie jest epimorfizmem.
@ Przeksztatcenie liniowe ¢ : R® — R dane wzorem:
¢(X7 Y, Z) =X

jest epimorfizmem, ale nie jest monomorfizmem.

@ Przeksztatcenie liniowe ¢ : R* — Ma,»(R) dane wzorem:

¢((x1, X2, X3, Xa)) = K; iﬂ

jest izomorfizmem.



Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym. Wéwczas:

@ ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker(¢) = {0},
@ ¢ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy im(¢) =

Dowdd:
@ Udowodnimy tylko pierwszg réwnowaznos¢.

@ Zatdzmy, ze ¢ jest monomorfizmem oraz dla pewnego o € V mamy

@ Skoro ¢(0) = 0, z r6znowartosciowosci ¢ mamy « = 0. A zatem ker(¢
@ Na odwrét: jesli ker(¢) = {0} oraz dla pewnych «, 5 € V mamy ¢(a) =
@ Zliniowosci ¢ mamy ¢(a) — ¢(B8) = ¢(a — 8) = 0, czyli a — 3 € ker(o).
@ Skoro ker(¢) = {0}, to o — 5 =0, czyli o = .

@ W szczegdblnosci ¢ to monomorfizm.

9(a) =0,
) = {0}.
o(B).



Whiosek 3.
Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym, przy czym
dim(V),dim(W) < co. Wéwczas:

@ jesli ¢ jest monomorfizmem, to dim V < dim W,

@ jesli ¢ jest epimorfizmem, to dim W < dim V,

@ jesli ¢ jest izomorfizmem, to dim W = dim V.

Dowdd pierwszego punktu.

@ Jesli ¢ jest monomorfizmem, to ker(¢) = {0}.

@ A zatem dim(ker(¢)) = 0.

@ Skoro dim V = dim(ker(¢)) + dim(im(¢)), to dim V = dim(im(¢)).
@ Skoro im(¢) C W, to dim(im(¢)) < dim W.

@ Zatemdim V < dim W.



Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym, przy czym
dim(V),dim(W) < co. Wéwczas:

@ jesli ¢ jest monomorfizmem, to dim V < dim W,

@ jesli ¢ jest epimorfizmem, to dim W < dim V,

@ jesli ¢ jest izomorfizmem, to dim W = dim V.

Whiosek 4.

Niech ¢ : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym i niech dim V = dim W < oo.
Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

(a) ¢ jest monomorfizmem,
(b) ¢ jest epimorfizmem,
(c) ¢ jestizomorfizmem.

| A




Definicja 4.

Mowimy, ze przestrzenie V i W nad ciatem K sg izomorficzne, jesli istnieje
izomorfizm ¢ : V — W. Oznaczenie: V ~ W.

Twierdzenie 3.

Niech V, W beda przestrzeniami skorniczonego wymiaru nad ciatem K. Wéwczas
nastepujgce warunki sg rbwnowazne:

(i) V~W,
(i) dim V = dim W,
W konsekwencji, mamy izomorfizm V ~ KdimV,




Dowdd zaczynamy od nastepujgcego faktu:

Nastepujgce warunki sg rownowazne dla przeksztatcenia liniowego ¢ : V — W:

(a) ¢ jestizomorfizmem,
(b) ¢ przeprowadza kazda baze przestrzeni V na baze przestrzeni W,
(c) ¢ przeprowadza pewng baze przestrzeni V na baze przestrzeni W.

Pokazemy teze dla przypadku, gdy dim V < oc.

@ Wiemy juz, ze dla dowolnego przeksztatcenia liniowego ¢ : V — W i kazdej
podprzestrzeni U w W takiej, ze V = ker(¢) @ U przeksztatcenie ¢
przeprowadza baze przestrzeni U na baze przestrzeni im(¢).

@ Jedli ¢ jest izomorfizmem, to im(¢) = W, a takze ker(¢) = {0}, wiec V = U.
@ Zatem ¢ przeprowadza baze przestrzeni V na baze przestrzeni W.
@ Pokazalismy (a) = (b). Implikacja (b) = (c) jest oczywista.



Dowdd zaczynamy od nastepujgcego faktu:

Nastepujgce warunki sg rownowazne dla przeksztatcenia liniowego ¢ : V — W:

(a) ¢ jestizomorfizmem,
(b) ¢ przeprowadza kazda baze przestrzeni V na baze przestrzeni W,
(c) ¢ przeprowadza pewng baze przestrzeni V na baze przestrzeni W.

Pokazemy teze dla przypadku, gdy dim V < oc.
@ Teraz (c) = (a). Przypuscmy, ze przeksztatcenie liniowe ¢ przeprowadza

baze ay,...,an przestrzeni V na baze j, ..., B, przestrzeni W.
@ Jeslia = ajaq + ... + anan € ker(¢), 10 0 = ¢(a) = @151 + ... + anfn, wiec
ay=...=ap=0. Azatem a = 0. Wobec dowolnosci a mamy ker(¢) = {0}.

@ Wezmy g = a1y + ...+ anfBn. Wowczas [ = ¢(«), dla pewnego
a = ajaq + ...+ apapn. A zatem z dowolnosci wyboru g mamy W = im(¢).



Dowadd
Twierdzenie 3.

Niech V, W bedg przestrzeniami skonczonego wymiaru nad ciatem K. Woéwczas
nastepujgce warunki sg rbwnowazne:

i) VeWw,
(i) dim V = dim W,
W konsekwencji, mamy izomorfizm V ~ KdmV,

@ Implikacja (/) = (ii) zostata pokazana juz wczesniej.
@ Implikacja (ii) = (i). Niech a4, ..., an bedzie bazg V oraz niech fy, ..., 8n
bedzie bazg W. Definiujemy ¢ : V — W warunkiem ¢(o;) = gj, dla1 <i < n.

@ Wiadomo, ze takie przeksztatcenie istnieje dla kazdego uktadu wektoréw W
réwnolicznego z bazg a4, . . ., an. Takie przeksztatcenie ¢, ktore wybraliSmy,
musi by¢ jednak izomorfizmem, bo przeprowadza baze V na baze W.

@ Ostatnie stwierdzenie wynika z tego, ze dim(K9mW) = dim W.



Miedzy przestrzeniami tego samego wymiaru (skonczonego) jest wiele
izomorfizméw. W szczegélnosci, jesli dim V = n wéwczas dla kazdej bazy A

funkcja ¢ 4 postaci:
A

Vsa—">(a,...,an € K",
gdzie ay, ..., an sa (wyznaczonymi jednoznacznie!) wspotrzednymi o w bazie A,
to ¢ 4 jest izomorfizmem.

Za tydzien: o przestrzeni przeksztatcen (i co to jest?) pomiedzy przestrzeniami
skonczenie wymiarowymi, czyli:

@ struktura przestrzeni liniowej przeksztatcen,
@ o sktadaniu (i rozktadaniu) przeksztatcen (i po co to robic),
@ macierzy przeksztatcenia i mnozeniu macierzy,

@ o diagramach.



