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Przypomnienie
Rzedem macierzy A € Myn(K) nazywamy liczbe:

dimlin(aq,...,am) =dimlin(B1, ..., 5n),

gdzie ay,...,am € K" sg wierszami macierzy A, za$ 31,...,8, € K™ sg
kolumnami macierzy A. Rzad macierzy oznaczamy przez r(A).

Nasze cele na dzis:
@ opisac problem rozwigzywalnosci uktadoéw réwnan za pomoca rzedu,

@ opisac wszystkie podprzestrzenie w K" w jezyku uktadéw réwnan.

Dwa znane nam opisy podprzestrzeni w K:
@ jako przestrzenie rozpiete na skonczonym uktadzie wektoréw,

@ jako zbiory rozwigzan jednorodnych uktadéw réwnan liniowych.



Twierdzenie Kroneckera-Capelli
Niech U bedzie uktadem réwnan liniowych o wspoétczynnikach w ciele K postaci:

ai1xX1 + appXo+...+ ainxn = by

amiX1 + @meXo + ...+ @mnXn = bm.
0 macierzy wspotczynnikobw A oraz rozszerzonej macierzy wspoétczynnikow A,.
a1 a2 ... an ayy a2 ... an| b
A 3.21 a?g a?n ’ A, = 3.21 3.22 a?n b'g

am @&amz2 ... @amn am amz ... amn | bm




Twierdzenie Kroneckera-Capelli
Niech U bedzie uktadem réwnan liniowych o wspoétczynnikach w ciele K postaci:

ai1xX1 + appXo+...+ ainxn = by

0 macierzy wspotczynnikobw A oraz rozszerzonej macierzy wspoétczynnikow A,.

Woéwczas:

(a) Uktad U ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(Au),

(b) Przestrzen rozwigzan uktadu jednorodnego U’ odpowiadajacego uktadowi U
(9dy by = bo = ... = by = 0) ma wymiar n — r(A)

(c) Jesli « jest rozwigzaniem uktadu U, a W jest przestrzenig rozwigzan uktadu
jednorodnego U’ odpowiadajacego uktadowi U, to zbiér rozwigzan uktadu U
jestpostacia+ W ={a+ 4, |8 € W}.




Kluczowy przyktad. Niech (ay, ..., a,) € K", gdzie a; # 0. Wowczas zbior
rozwigzan réwnania

aixy+...+anxp=0
jest podprzestrzenig wymiaru n — 1 postaci:

ao an

lin((——=,1,0,...,0),...,(——,0,0,...,1)).
(=35 1,0,,0) o () )
Rozwigzanie ogdlne x; = —%xz - :—?Xs — = X
Zatem xo, ..., X, — parametry, czyli wszystkie rozwigzania sg postaci:
a a .
(-2t — .. =Dt bts,.. 1)), gdzieb,ts,... . theK.
ai ai N——

parametry
W szczegdlnosci rozwigzania te sg postaci:
a a a
b(—22,1,0,...,0) + t3(—=,0,1,...,0) +... + to(—=2,0,0,...,1)
ai ai ai

Baza powstaje przez przyjecie za jeden z parametréw 1, a za pozostate — 0.



ai1X1 + appXo+ ...+ ainxn = by

amXi + ameXo + ...+ @mpXn = bm.

Dowdd (a).

@ Wezmy f1,...,0n, B € K™, ktore sg kolumnami macierzy A,.
Wowczas mamy cigg rownowaznych stwierdzen:
Si,-...,Sn jest rozwigzaniem uktadu U,
S1B1+ ...+ Snfn = B,
/3 € Im(51 P 76”)5
lin(ﬁ'l P ﬁn) = lln(/B‘I P Bna 6)5

dimlin(By,...,8n) = dimlin(B1,..., Bn, B),
r(A) = r(Ay).



Dowéd (b).

@ Jesli r(A) = r, to macierz A’ uzyskana z A przez sprowadzenie do postaci
schodkowej ma doktadnie r niezerowych wierszy. Zatem postaé ogélna
rozwigzania tego uktadu ma n — r parametréw.

@ Zatdzmy, ze zmienne zalezne to Xj,, ..., x;, a parametry: X, ..., X, ,.

@ Rozwigzanie og6lne uktadu U’ ma, dla pewnych ¢; € K, postac:

Xj, = C11Xy + C12X, + ... + Ci n—rXt,_,
: (%)
Xj, = CriXty + CroXt, + ...+ Crn—rXt,_,
@ Rozwazmy uktad n — r wektorow ay, ..., an_, takich, ze «; jest rozwigzaniem

powyzszego uktadu (x) powstatym przez wstawienie za j-ty parametr 1.

@ Innymi stowy, jesli o = (gj1,...,8n), to g, =0,...,a=1,...,a_, =0.
Twierdzimy, ze uktad ten jest bazg zbioru rozwigzan uktadu U'.



Dowéd (b).

@ Jesli r(A) = r, to macierz A’ uzyskana z A przez sprowadzenie do postaci
schodkowej ma doktadnie r niezerowych wierszy. Zatem postaé ogélna
rozwigzania tego uktadu ma n — r parametréw.

@ Zatdzmy, ze zmienne zalezne to Xj,, ..., x;, a parametry: X, ..., X, ,.
@ Rozwigzanie og6lne uktadu U’ ma, dla pewnych ¢; € K, postac:
Xj, = C11Xyy + C12Xt, + ... + Cy n—rXt,_,
: (*)
Xj, = CriXty + CroXt, + ...+ Crn—rXt,_,
@ Przykiad. Rozwigzanie ogdélne uktadu U postaci:

Xt+Xo+x3+Xx4 =0
X{—Xo+Xx3+x4 =0

ma dwa parametry x3, x4. Bierzemy oy = (—1,0,1,0), ap = (—1,0,0,1).



Dowéd (b).

@ Jeslidla by,...,by_r € K mamy:
b‘|0(1 —+ ...+ bn_rOén_r = O,

to dla i-tych wspétrzednych ay;, ..., ap_,; wektorow oy, ..., ap_, mamy:
b1 aj+...+ bn—ran—r,i =0,
Zatem biorgc i/ rowne kolejno ty,. .. t,_, dostajemy by = ... = b,_, = 0.
@ Uktad «,...,an—, rozpina zbiér rozwigzan uktadu (x). Jest bowiem jasne, ze
wektor o = (ay, ..., an) spetnia uktad (x) wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z jego
wspbtrzednych jest okre$long kombinacjg liniowag wspétrzednych a,, . . ., as,.

@ Inaczej moéwigc a jest rozwigzaniem uktadu U’ wtedy i tylko wtedy, gdy
(07— a[’1a‘| + P + atn_ranfr.

Zatem zbiér rozwigzan uktadu U’ rowny jest lin(ay, . .., an—r), CO kohczy
dowdd (b) i catego twierdzenia.



Dowdd (c) (przypomnienie).
@ Jedlia = (sy....,8p) jest rozwigzaniem uktadu U, czyli

a11S1 + ai2Ss + ...+ aipSn = by

amiS1 +ameSe + ...+ amnSn = bm.

@ Woéwczas v = (r1,...,m) € K" jest rozwigzaniem uktadu U wtedy i tylko
wtedy, gdy v — « jest rozwigzaniem uktadu jednorodnego odpowiadajacego U.
ayn+...+ aiph = by 811(31 — I’1) + ...+ a1,,(sn— fn) =0
&

amMhH +...+amnlfn = bm. am(si—n)+...+am(sn—r) =0.



Niech V bedzie podprzestrzenig w K". Wowczas:
@ V jest przestrzenig rozwigzan pewnego jednorodnego uktadu réwnan
liniowych U o zmiennych x, ..., X, i wspétczynnikach w ciele K,
@ jeslidim V = k, to mozna tak dobrac ten uktad U, by sktadat sie z n — k
rownan,
@ jeslidim V = k oraz i < n— k nie istnieje ztozony z i rownan ukfad rownan
liniowych o przestrzeni rozwigzan V.

Jesdli V C K" jest przestrzenig rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan liniowych
U, to méwimy, ze przestrzen V jest opisana uktadem U.




Niech V bedzie podprzestrzenig w K. Wéwczas:
@ V jest przestrzenig rozwigzan pewnego jednorodnego uktadu réwnan
liniowych U o zmiennych x, ..., X, i wspétczynnikach w ciele K,
@ jeslidim V = k, to mozna tak dobrac ten uktad U, by sktadat sie z n — k
rownan,
@ jeslidim V = k oraz i < n— k nie istnieje ztozony z i rownan ukfad rownan
liniowych o przestrzeni rozwigzan V.

ldea: Jesli (sq,. .., Sp) jest rozwigzaniem réwnania
aixy+...+anxp =0,
to (a1, ..., an) jest rozwigzaniem réwnania
SiX{ + ...+ Spxp = 0.
Wré6¢my do kluczowego przyktadu.



Kluczowy przyktad. Niech o = (ay, ..., an) € K", gdzie a; # 0. Woéwczas
przestrzen lin(«) opisana jest przez uktad réwnan postaci:

_ @ —
X1+ X =0
_a
22X+ X3 =0

—Z—:x1 +x, =0
Tym razem szukamy takich n-tek wspétczynnikéw (i, ..., ty), aby réwnanie liniowe
Uxi+...+thxp =0
miato z gory zadane rozwigzanie
(ai,...,an).

Zbiér wszystkich takich (1, ..., t;) jest podprzestrzenig w K", ktérej bazg sg

wektory
an

as
——=,1,0,... cory(——,0,0,...,1).
( 317 707 70)7 7( 31’ ) ) )



Kazda podprzestrzen V przestrzeni K" jest przestrzenig rozwigzan pewnego
jednorodnego uktadu réwnan liniowych U. Jesli dim V = k, to mozna tak dobra¢
ten uktad U, by sktadat sie z n — k rownan. Dla dim V = k oraz i < n — k nie
istnieje ztozony z i réwnan uktad réwnan liniowych o przestrzeni rozwigzan V.

Dowdéd: Jesli (s11,.-.,51n),---,(Smt,---,Smn) S8 rozwigzaniami uktadu

ayxy+...+amnxp =0
9

ai1Xi+...+akxn =0
to (at1,...,@1n),---,(8k1,- - -, 8kn) S@ rozwigzaniami uktadu:

Si11X{+...+Sipxn =0

SmiXy+...+8SmnXn =0



Dowod: Jesli (s11,--.,S1n),---,(Sm1,---,Smn) jest bazg przestrzeni V rozwigzan
uktadu o macierzy schodkowe;j

a1 a2 ... ap
: : I
Akl @k2 ... dkn
to na mocy Twierdzenia Kroneckera-Capellego m = n — k, co wiecej wektory
(@1,---,ain);---, (a1, - akn)

sg liniowo niezalezne i sg rozwigzaniami uktadu o macierzy rzedu m postaci

S11 S12 ... Sip

Smt Sm2 ... Smn

Ale ten uktad ma przestrzen rozwigzan wymiaru n— m=n— (n— k) = k.
Czyli jest to doktadnie lin((ai1, ..., ain),---, (a1, - - -, @n)) — przestrzen wymiaru k.



Przyktad. Rozwazmy
V =1in((1,2,0,1,0),(0,0,1,1,1)) C R®.
Rozwigzania uktadu réwnan o macierzy

12010
00111

stanowi przestrzehn wspétczynnikdw wszystkich réwnan liniowych, ktérych
rozwigzania zawierajg V. Wybierajgc rozne bazy tej przestrzeni dostajemy rézne
(ale réwnowazne) uktady rownan opisujgce V, na przyktad dla bazy

(-2,1,0,0,0), (-1,0,—1,1,0), (0,0,—1,0,1)
mamy nastepujgcy uktad opisujacy V:
—2X1 + Xo =0
—Xy—Xz3+Xx4 =0.
—X3 + X5 =0



Whioski:

@ Kazda podprzestrzen w K" mozemy opisac albo jako przestrzen rozpietg na
pewnym uktadzie wektoréw (tw. Steinitza), albo jako przestrzen rozwigzan
pewnego jednorodnego uktadu réwnan (tw. K-C).

@ Zauwazmy, ze jesli V; oraz V, sg podprzestrzeniami w K" opisanymi
uktadami rownan U; oraz U, to podprzestrzen
VinVs
jest opisana uktadem réwnan ztozonym ze wszystkich réwnan z U; oraz
wszystkich réwnan z Us.
@ Zauwazmy, ze je$li Vi = lin(aq,...,ap)oraz Vo =lin(51,...,8m) sa
podprzestrzeniami przestrzeni V, to podprzestrzen:
W: “n(a‘],...,an,/B'],...,/Bm)
ztozona jest ze wszystkich wektoréw postaci « + 3, gdzie a € V4,5 € V.



