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Tematem tego wyktadu sg przestrzenie liniowe, czyli struktury o charakterze
geometrycznym oparte o pewne operacje na wektorach i skalarach, niekoniecznie
rozumianych geometrycznie, ale np. tak: wektor — barwa, skalar — skala natezenia.

Rysunek 1. Zrédta: https:/www.dynamsoft.com/ oraz https: //www.geogebra.org/m/Dg2AT7aRy



Definicja 1.

Przestrzenia liniowa nad ciatem (K, +, -, 0, 1) nazywamy zbi6r V, wraz z:
@ odwzorowaniem: & : V x V — V, zwanym dodawaniem wektoréw,
@ odwzorowaniem: ® : K x V — V, zwanym mnozeniem wektora przez skalar,
@ wyrdznionym elementem © w V zwanym wektorem zerowym,

przy czym spetnione sg nastgpujace aksjomaty przestrzeni liniowej:

Vo8~V ad(Bey)=(aap)ey tacznosé @
Va,8eV adf=0ba przemiennos¢ &
Yacv adO =« © jest elem. neutralnym @
VaevIyev advy=0 istnienie wekt. przeciwnego
Vaev 1®a=a«a mnozenie wektora przez 1
VocvWapek (a-b)@a=a® (b® ) zgodno$¢ - z mnozeniem ®
Voev,Vapek (@+b)®@a=(a®a)® (b®a) | rozdzielnos¢ @ wzgledem +
Vapsev,Vack a®(a@pf)=(a®a)®(a® p) | rozdzielnos¢ ® wzgledem ¢




Przyktad 1.
Niech K™ oznacza zbi6r wszystkich ciaggéw n-elementowych o wyrazach z ciata K:

K™= {(x1,%,...,Xn) | x; € K,i =1,2,...,n}.
Wyraz x; w ciggu (X1, Xz, . . ., Xn) hazywamy i-tg wspétrzedna.

Dziatania w K" okre$lone sg w sposo6b naturalny wzorami:

o (X1,X27---»Xn)@(}/h}’za---a}’n):(X1 +Y1,X2+}/27---7Xn+}’n)a
@ a®(X1,Xo,...,Xn) =(a@ X1, Xo,...,a" Xp).

Wektorem zerowym jest ciag (0,0,...,0).

Przyktady dziatan w przestrzeni K:
@ dlaK=Zzin=4mamy: (1,2,1,2)+2(0,2,2,1) = (1,0,2,1),
edlaK=C in=2mamy: (1,/)+i(/,0)=(1,/)+ (—1,0) = (0, /).



Niech M. n(K) oznacza zbiér wszystkich macierzy m x n o wyrazach z ciata K.
@ Sumg macierzy [a;] oraz [b;] nazywamy macierz [c;], gdzie ¢; = aj + b.
@ lloczynem macierzy [dj] przez skalar ¢ € K nazywamy macierz [c - dj].
Wektorem zerowym w M« n(K) jest macierz zerowa rozmiaréw m x n.

Przyktad 1. W przestrzeni liniowej Mo, 3(Zs):
132+2.440_132+330_412
0 0 2 0 42/ |00 2 0 3 4 |0 3 1|°

Przyktad 2. Uktad rownan nad R zapisany za pomocg operacji w M; «3(R):

X—2Zz =0 1 0 —1 0
2x+y =0 = x-|2|4+y-|1|+z-{0|=|0].
3x+y+z =0 3 1 1 0



Przyktad 3.
Oznaczmy przez K*° zbior wszystkich ciggdw o wyrazach z ciata K, to znaczy:

K® ={(x)|xie K,i=1,2,...}.

Ciagi x = (x;) oraz y = (y;) dodajemy i mnozymy przez skalary wedtug zasady:

° (XDY)i=Xi+ Vi
@ (a®x)i=a-x.

Wektorem zerowym jest cigg, ktérego wszystkie wyrazy sg zerem w ciele K.

Przyktadowo, z réwnosci: % + (—1) 717 = m, zachodzacej dla kazdej dodatniej

liczby catkowitej n, mamy rownos¢ w Q> postaci
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Przyktad 4.

Niech K[x] bedzie zbiorem wszystkich wielomianéw zmiennej x
0 wspotczynnikach w ciele K, czyli

Kix] ={ag+aix+...+anx"|n=NuU{0}, ag, a1,...,an € K}

Dodawanie wielomianéw i mnozenie wielomianéw przez skalar sg zdefiniowane
w nastepujacy sposéb:
@ suma wielomiandéw ap + a;x + ...+ apx" oraz bg + by x + ... + bypx™ jest
wielomianem, w ktérym przy wyrazie x' ma sume wspétczynnikéw a; + b,
@ iloczyn skalara ¢ € K przez wielomian ¢y + ¢1x + ... + cyx" jest
wielomianem, w ktérym przy wyrazie x’ jest wspétczynnik ¢ - ¢;.

Wektorem zerowym w K|[x] jest wielomian zerowy.




Przyktad 5.

Niech F(X, K) bedzie zbiorem wszystkich funkcji z danego niepustego zbioru X
dociata K. Dla f,g € F(X,K) idla a € K funkcje f @& g oraz a® f okre$lone sg
warunkami:

Element zerowy to funkcja stale rowna 0.

Dla ciata K przestrzenie
Kn: men(K)a Koo

sg szczegoblnymi przyktadami przestrzeni F(X, K), gdzie X:
@ funkcje z {1,2,...,n} do K,

e funkcjez {1,2,...,m} x {1,2,...,n} do K,
@ funkcje z N do K.



Przyktad 6
Jesli K jest ciatem i L jest podciatem ciata K, to K ma strukture przestrzeni liniowej
nad ciatem L. Elementy ciata K mozna traktowac jako wektory, zas L jako skalary.
Przyktady:

@ przestrzen C nad ciatem R,

@ przestrzen Q(v/2) nad ciatem Q,

@ przestrzen R nad ciatem Q (bardzo skomplikowana!),

@ ciato o p” elementach jest p. liniowg nad ciatem Z,, gdzie p — pierwsza.

N
N4

Krata podciat ciata Q(i, \/E). Kazde z ciat z wyzszego wiersza jest przestrzenig nad tym z nizszego.



Przyktad 7.

Niech X bedzie zbiorem niepustym, za$ P(X) — zbiorem podzbioréw zbioru X.
Na zbiorze P(X) okreslamy strukture przestrzeni liniowej nad ciatem Z,.

Operacja /A dodawania wektoréw okreslona jest w sposéb nastepujacy dla
dowolnych A, B € P(X) jako ich tzw. roznica symetryczna AAB = AU B\ (AN B).

Co wigcej, dla kazdego A € P(X) definiujemy mnozenie wektora A przez skalar
(jeden z dwoch w Zy):

@ 0 ® A= () — zbior pusty
e 1 RA=A




Przyktad 8.

Niech X bedzie skonczonym zbiorem niepustym, E za$ niech bedzie podzbiorem
zbioru par nieuporzgadkowanych zbioru X. Pare G = (X, E) nazwiemy grafem
niezorientowanym o zbiorze wierzchotkéw X i zbiorze krawedzi E. Jesli

{a, b} € E to méwimy, ze miedzy wierzchotkami a, b grafu G jest krawedz.

Okre$lamy przestrzen liniowg P(E) nad ciatem Z,, zwang przestrzenia
krawedziowa grafu G, jak w poprzednim przyktadzie.




Definicja 2.

Niepusty podzbiér W C V nazywamy podprzestrzenia przestrzeni liniowej V
jesli dla kazdych «, 3 € W oraz kazdego a € K zachodzi:

@ a+pleW,
@a-acW.

W kazdej przestrzeni liniowej V podzbiér {0}, ztozony tylko z wektora zerowego,
jest jej podprzestrzenig. Nazywamy jg podprzestrzenia zerowa.

Uwaga: wektor zerowy nalezy do kazdej podprzestrzeni!



Definicja 2.
Niepusty podzbiér W C V nazywamy podprzestrzenia przestrzeni liniowej V
jesli dla kazdych «, 3 € W oraz kazdego a € K zachodzi:

@ a+pleW,
@a-acW.

W kazdej przestrzeni liniowej V podzbiér {0}, ztozony tylko z wektora zerowego,
jest jej podprzestrzenig. Nazywamy jg podprzestrzenia zerowa.

BYLO. Rozwigzaniami dowolnego uktadu rownan jednorodnych, ktéry ma
rozwigzania (1,2,3,4,5) oraz (2,0,0, 1,0) nalezace do R, sg réwniez:

(a) kazdy element Ay - (1,2,3,4,5) = (A1 - 1,A1-2,A1 -3, A -4, A1 - 5),

(b) kazdy element A5 - (2,0,0,1,0) = (A2-2,X2-0,A2-0, X2 - 1, X2 - 0),

(c) kazda kombinacja A1 - (1,2,3,4,5) + X2 (2,0,0,1,0) tych wektorow, czyli
M1+ 2024200 -3+ X0, -4+ X-1,0-5+X-0).



Przyktad 9.

Rozpatrzmy jednorodny uktad réwnan liniowych o wspotczynnikach w ciele K':

ai1Xy + appXe+...4+ aigpxp =0
01Xy + @ooXo + ...+ aopXn =0
U:{ as1Xy+ aspXo+ ...+ aspxn, =0

\a,m X1+ @moXo + ...+ @mnXn =0.

Zbiér wszystkich rozwigzan uktadu U jest podprzestrzenig przestrzeni liniowej K.

Uwaga: zbiér rozwigzan uktadu niejednorodnego nie jest podprzestrzenig!



Przyktad 10.

W przestrzeni ciggdw R>° wskaza¢ mozna bardzo wiele podprzestrzeni, np.:

@ ciagi majgce skonczenie wiele niezerowych wyrazow,
@ ciggi ograniczone,
@ ciggi zbiezne,
e ciagi (x,)2°, spetiajace Y x? < co.
i=1
@ ciggi (x;)7°, spetniajgce okreslone rekurencje liniowe, np.

Xnt+2 = Xny1 + Xn.

| \

Przyktad 11.

Dla kazdej liczby naturalnej m niech Kj;[x] oznacza zbiér wszystkich wielomianéw
stopnia co najwyzej mw K|[x]. Jest to podprzestrzen K|x|.

v




Przyktad 12.

Przyktady podprzestrzeni w przestrzeni funkcji F(K, K):

@ funkcje parzyste, spetniajace réwnanie
f(x) =f(—x), dlaxeK,
@ funkcje nieparzyste, spetniajgce réwnanie
f(x)=—-f(—x), daxeK,

@ funkcje bedace rozwigzaniami réwnania Cauchy’ego, tzn. dla kazdych
X,y € K:
fix +y) = f(x) + £(y),

@ nad R (i nie tylko): funkcje ograniczone, monotoniczne itd.




Definicja 3.
Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K. Kombinacja liniowa ukfadu
wektoréw ay, ..., ax 0 wspdtczynnikach ay, ..., ax € K nazywamy wektor:

k
8 = ajaq +...+akak:Za,-a,-.

i=1




Przyktady.

@ W przestrzeni V = R* kombinacjg liniowg wektorow
(2,1,-3,4),(0,2,5,1),(7,4,3,2)
ze wspotczynnikami 2, —1, 1 jest wektor
2(2,1,-3,4)-1(0,2,5,1) +1(7,4,5,2) = (11,4, -8,9).

@ W przestrzeni funkcji F(R,R) kombinacja liniowg wektoréw sin(x) oraz cos(x)

0 wspdtczynnikach % oraz —% jest funkcja
1 . 1 . T
—=SIN(X) — —=Cos(X) = sIn(X — —).
V2 ) V2 ) ( 4)

@ Wektor (0,3, 1) € R3 nie jest kombinacjg liniowg wektorow
(0,1,1),(—1,0,1),

bo zatozenie, ze (0,3,1) = a(0,1,1) + b(—1,0, 1) prowadzi do uktadu réwnan
0=-b,3=a,1=a+ b, ktéry nie ma rozwigzan.



Uwaga 1.

Niech aq, ..., ax bedg wektorami przestrzeni liniowej V nad K. Jesli wektory 3, ~
sg kombinacjami liniowymi wektorow «aq, .. ., ak, to wektory

B+~ oraz apg,

dla kazdego a € K, rowniez sg kombinacjami liniowymi wektoréw v, . . ., ak.
Definicja 4.
Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K i niech a4, ...,ax € V.
Woéwczas przez

lin(aq,...,ok)
oznaczamy zbiér wszystkich kombinacji liniowych wektoréw a4, .. ., ak.
Jest to podprzestrzeh V nazywana przestrzenia rozpieta na uktadzie a1, .. ., ak.
Mowimy, ze uktad a4, . .., ax rozpina przestrzen V, jesli V = lin(«aq, ..., ak), to

znaczy kazdy wektor z V jest kombinacjg liniowg wektoréw aq, . . ., ak.

\




Przyktad: zbiér rozwigzan jednorodnego uktadu réwnan liniowych
0 wspoétczynnikach rzeczywistych postaci:

{x1 +Xo+x3+x4 =0

X{—Xo—X3—X4 =0

to podprzestrzen przestrzeni R* ztozona z czwérek postaci:
(0,—s—t,s,t),gdzie s,t € R,

czyli podprzestrzen postaci:
lin((0,—1,1,0),(0,—1,0,1)),

bo dla dowolnych s, t € R mamy:

(0,-s—t,s,t)=(0,—s,s5,0)+(0,-t0,t) = s(0,-1,1,0) + £(0,—1,0,1).

* * *

Wektor (1,1, 1,1) nie nalezy do lin((0,—1,1,0),(0,—1,0,1)), bo nie ma a,b € R,
t. ze:
(1717171):a(0>_1’130)+b(0’_170,1)‘



Podprzestrzen lin(«q, . . ., ak) jest najmniejszg podprzestrzenig V (wzgledem
inkluzji) zawierajacg wektory ayq, . .., ak.

Niech W bedzie dowolng podprzestrzenig zawierajaca wektory asq, . . ., ak.
Z definicji podprzestrzeni W zawiera kazdg kombinacje liniowg wektoréw
aq, ..., ak, czyli kazdy wektor z lin(avy, . . ., ak). Stad lin(aq, ..., ax) C W. O




Definicja 5.
Niech A € Mpyxn(K) bedzie macierzg o wyrazach g, dla1 <i<m,1<j<n.
Wéwczas:

@ przez podprzestrzen wierszowg W/(A) rozumie¢ bedziemy podprzestrzen K"

rozpieta przez (aiq, @iz, - .., ain), (821, a2, ...,82n), - -, (@mi, @mz, - - -, @mn)-
@ przez podprzestrzen kolumnowa K(A) rozumie¢ bedziemy podprzestrzen K™
rozpieta przez (a1, a21,--.,am), (@12.@2,...,8mz),---,(a1n, @n, - - -, 8mn)- )
Niech A, A" € M. n(K) oraz niech
@ aq,...,am— Wiersze macierzy A,
@ of,...,ay, —wiersze macierzy A'.

Jesli zatozymy, ze A’ moze by¢ otrzymana z A za pomocg ciggu operacji
elementarnych na wierszach, to wynika stad, ze lin(aq,...,am) = lin(af, ..., apy).

4




Dowdd. Wystarczy pokazac teze w przypadku, gdy A’ powstaje z A przez
wykonanie pojedynczej operacji elementarnej na wierszach. Pokazemy, ze:

@ dla dowolnych 1 < i,j < moraz dowolnego a € K mamy:

lin(oeq, ... 0.y, am) = lin(ag, .. a8 a4, .. o),

@ dla dowolnych 1 <j,j < m mamy:

lin(og, ..., ), am) = lin(ag, .. a0 0,00 am),

@ dla dowolnego 1 < i < m oraz dowolnego niezerowego a € K mamy:

lin(aq,...,q,...,am) =lin(aq,...,a8  aj,...,am).



Dowdd. Wystarczy pokazac teze w przypadku, gdy A’ powstaje z A przez
wykonanie pojedynczej operacji elementarnej na wierszach. Pokazemy, ze:
@ dla dowolnych 1 < i,j < moraz dowolnego a € K mamy:

lin(oeq, ... 0.y, am) = lin(ag, .. a8 a4, .. o),

Wezmy 3 € lin(aq,...,qj, ..., ), ...,am). Istniejg by, by, ..., by € K, ze:
ﬁ=b1a1—l—bgag—l—...+b/a/+...+bjaj+...+bmozm:
:b1a1+b2a2+...+(b,~—a-bj)a,-+...+bj(aa,-+aj)+...+bmam.

Zatem g € lin(aq,...,qj,...,8 aj+ aj,...,am).



Dowdd. Wystarczy pokazac teze w przypadku, gdy A’ powstaje z A przez
wykonanie pojedynczej operacji elementarnej na wierszach. Pokazemy, ze:
@ dla dowolnych 1 < i,j < moraz dowolnego a € K mamy:

lin(oeq, ... 0.y, am) = lin(ag, .. a8 a4, .. o),

Wezmy v € lin(avq,...,j,...,8 - aj+aj,...,am). Istniejg ¢1, ¢, ..., cm € K, Ze:
Yy=Claq+ Cop+ ...+ Caj+ ...+ c(a aj+aj) + ...+ Cnam =
=ciay + oo+ ...+ (ci+a-¢)oj+ ...+ coj+ ...+ Cmam.
Zatemy € lin(aq,...,qj,...,q),...,am).

Pozostate punkty — analogicznie (tylko tatwiej).



Uwaga do definicji 4.

Niech X = {at}te 1 bedzie dowolnym uktadem wektoréw przestrzeni V. Wowczas
przez lin(X) oznaczamy zbiér wszystkich kombinacji liniowych skonczonych
poduktadéw uktadu X. To znaczy:

K
Belin(X) <= B =) ajay, dapewnych a,...,ax € K, ap,..., a5 € X.

i=1

Jesli V = lin(X) to moéwimy, ze uktad X rozpina V i przestrzen V jest rozpieta
na X. Dla uktadu pustego X = () przyjmujemy lin(X) = {0}.

Przyktady:
e V=lin(V),
@ K[x] =lin(1,x,x2,x3,..)),

@ Jak ,wypisa¢ minimalny"X taki, ze R = lin(X), gdzie R — przestrzen nad Q7



Za tydzien:
@ minimalne uktady rozpinajgce,
@ liniowa niezalezno$¢é wektorow,

@ baza, wymiar przestrzeni liniowej.



