Praca domowa z GALu, seria dodatkowa
Mozna rozwiaza¢ dowolna liczbe zadan i przesta¢ na mail

a.mecel@mimuw.edu.pl nie pézniej niz 15 stycznia.
Zadanie 1. Niech V = M(Q). DowiedZ, Ze funkcjonaly fi, fa, f3, fa € V*, okreslone wzorami

f1(A4) = a1 — axz, f2(A) = a2 + 2a99,

f3(A) = ai2 — a, f1(A) = a21 + 3az
dla A = [a;;] € V, tworzg baze przestrzeni V* i skonstruuj takq baze {E1, Eo, Es, Ey} przestrzeni V, aby
Ey=fjdlal<j<4
Zadanie 2. Zaldzmy, ze V jest przestrzeniq liniowq oraz f,g € V*. Uzasadnij, ze gdy f(v)g(v) =0 dla
dowolnego v € V', to f =0 lub g = 0. Czy wynik ten mozna wogdlnié na wiecej niz dwa funkcjonaly?

Zadanie 3. Niech A € My, xn(K), b € My, (K). Pokaz, zZe nastepujace warunki sg réwnowazne

Azx =0
o uklad réwnan ma rozwigzanie © € M, «1(K),

br #0
o uklad postaci ATy = bT nie ma rozwigzania y € My, x1(K).

Zadanie 4. Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad cialem K i niech f, f1,..., fx € V*. Przypusémy,
ze f(x) =0, jedli tylko zachodzi warunek fi(x) = fo(x) = ... = fi(x). Pokaz, ze f € lin(fy, fa,. .., fx)-

Zadanie 5. Dany jest uklad wektorow vy,...,v, w przestrzeni V. Wykaz, zZe uklad ten jest liniowo
niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg funkcjonaléow f1, fo,..., fn € V* takich, Ze macierz
[aij)i<ij<n = [fi(vj)]i<ij<n jest maksymalnego rzedu.

Zadanie 6. Niech f : M,(K) — K bedzie funkcjonatem takim, ze f(A) = 0, o ile A2 = 0. Pokaz, ze
f(A) =c-tr(A), dla pewnego c € K (uwaga: tr(A) jest sumg wyrazéw na przekgtnej macierzy A).

Zadanie 7. Niech U bedzie podprzestrzeniq V. Anihilatorem podprzestrzeni U w V*, oznaczanym

przez Ann(U), nazwiemy 2bidr wszystkich funkcjonaléw na V', ktdre znikajg na U, czyli:
Ann(U) ={f € V*| f(u) =0, dla kazdego u € U}.
Niech W C K™ bedzie podprzestrzenig opisang rownaniem x1 + ...+ xn = 0.
e Pokaz, ze Ann(W) sklada sie z funkcjonaléw postaci f(xy,...,2,) =c(x1 + ...+ zy).
e Pokaz, Ze istnieje bijekcja pomiedzy W* oraz podzbiorem (K™)* zlozonym z funkcjonatow f(xq,...,x,) =
121 + ... + cpxy na K™ spetniajgcych ¢ + ...+ ¢, = 0.

Zadanie 8. Niech

V= {(an)ff:l € R*> : Zai <oo}.

n=1

Definiujemy przeksztatcenie W : V. — V* przeprowadzajgce cigg (an) na funkcjonat ¥, \ dane wzorem
o0

Uiy (bn) = > anb,. SprawdZ, ze V jest dobrze okreslone. Czy U jest monomorfizmem? Czy W jest
n=1

epimorfizmem? Jesli nie jest epi to skonstruuj funkcjonal, ktory nie lezy w obrazie.



