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Twierdzenie Jordana cz. 2. Wyznaczanie bazy Jordana
Zadanie domowe 1 (LK 2.10). Wyznacz postaé Jordana macierzy A € Mg(C) spelniajgcej
wa(z) = (z — 2)*(z — 3)? oraz (A—20)? # (A—-21)° = (A-2D)".
Zadanie domowe 2 (LK 2.9). Zalézmy, Ze endomorfizm f € End(CP) spetnia:
f2#0, fé=o, dim(Ker f N Im f) = 2.
Opisz wszystkie (z dokladno$cig do permutacji klatek) mozliwe postacie Jordana macierzy Mg (f).

Zadanie domowe 3 (LK 2.5). Niech A = Jio(\) € M1g(Z3). Wyznacz postaé Jordana macierzy A

w zaleznosci od parametru A € Zs.

Zadanie 1 (LK 2.11). Znajd? baze Jordana endomorfizmu f € End(C?) zadanego macierzq:

3 2 -3
M (f)= 14 10 —12
3 6 -7

Zadanie 2 (LK 2.13). Niech K bedzie ciatem. Endomorfizm f € End(K®) zadany jest przez macierz

-2 1 1 0 0
1 2 -1 0 0

Mg(f)=| -2 2 1 0 0
-6 -6 5 -1 1
-2 2 2 0 -1

Znajdz baze Jordana endomorfizmu f w zaleznosci od charakterystyki ciala K.

Zadanie 3 (LK 2.15). Niech K = Z7 oraz V. = K*. Wyznacz baze Jordana B oraz macierz Mp(f)

endomorfizmu f € End(V') zadanego macierzq

0o 1 -1 1

-1 2 -1 1
Mst(f) -

-1 1 1 0

-1 1 0 1

Zadanie 4. ZnajdZ baze Jordana endomorfizmu g : M3(R) — My(R) danego macierzq

)

3 0
0 3
2 0
1 2

o O =N
S O NN O

gdzie B zloZona jest z wektorow:



Definicja 1. Niech f : N — N bedzie dowolng funkcjg. Dla kaidego n € N okreslamy macierz
A¢(n) € Mp(C) o wyrazach a;j postaci:

1, jeslii= f(j), dla pewnychi,j € {1,...,n},
aij =
0, w przeciwnym przypadku.
Innymi stowy Ay(n) jest macierzq incydencji grafu skierowanego I'y(n) o wierzcholkach 1,...,n oraz

o0 krawedziach i — j wystepujacych wtedy i tylko wtedy, gdy i = f(j)-
Zadanie 5. PokaZ, Ze kazda wartos¢ wlasna macierzy Ag(n) jest albo zerem, albo pierwiastkiem z jedynki.

Definicja 2. Nastepujgca funkcje f : N — N nazywamy funkcjg Collatza:

Sntl - gdy n jest nieparzyste,

f(n) =
s gdy n jest parzyste.
Hipoteza Collatza (1937). Rozstrzygnagé czy dla kazdego k € N w ciggu f"(k) znajduje sie liczba 1.

Zagadnienie to bylo rozwazane przez wielu stynnych matematykow, m.in. Ulama, Kakutaniego.

Paul Erdés wypowiedzial o nim stynne zdanie: ,mathematics is not yet ready for such problems”.

Zadanie 6. Wyznacz macierze funkcji Collatza dla n =4 i n = 5. Jakie sq ich wielomiany charaktery-

styczne i postaci Jordana? Jak wygledajq bazy Jordana tych macierzy?

Definicja 3. Zancuchem w grafie I'f(n) nazywamy uporzadkowang liste réznych wierzcholkow (c1, . .., cy)
takq, Ze f(cj) = cjq1, dla 1 < j <r, ale f(c,;) # c1. Cyklem w grafie 'y, nazwiemy uporzedkowane cigg
wierzcholkéw (z1, ..., z.) takich, ze f(z;) = zjy1, dla 1 < j <r oraz f(z,) = z1. Liczbe r wystepujacg w

tych definicjach nazywamy odpowiednio diugoscig taricucha lub dlugoscig cyklu w T
Zadanie 7. Jak wyglgdajg postaci i bazy Jordana macierzy incydencji laricucha oraz cyklu?

Definicja 4. Podzialem grafu skierowanego I'f(n) nazywamy dowolny podzbidr roztgcznych cykli i tani-
cuchow w tym grafie, ktdrych sumg jest T'f(n). Podzialem wlasciwym T'f(n) nazywamy taki podzial
P={Z,....,Z.,Cy,...,Cs}, gdzie Zy,...,Z. sq cyklami, za$ C1,...,Cs sq laricuchami spelniajgcy-

mi nastepujgce wilasnosci:

o Kazdy cykl wI'y(n) jest réwny Z;, dla pewnego i.

o Jedli Fgci)(n) jest pografem I'f(n) uzyskanym przez usuniecie wierzcholkow z cykli Z1,...,Z, oraz
z tancuchow Cy, ..., Cy, to tancuch Ciy1 je maksymalnej diugosci w I’?) (n).

Zadanie 8. Pokazal, zZe dla kazdej funkcji f: N — N istnieje podzial wlasciwy kazdego grafu T's(n).
Twierdzenie 1. Podzial wlasciwy grafu T'f(n) zadaje rozklad Jordana macierzy Ag(n).

Dowdéd twierdzenia oraz przeformutowanie problemu Collatza na problem algebry liniowej mozna znalezé
w pracy studenckiej ,,The Jordan Canonical Form for a Class of Zero—-One Matrices” autorstwa Cardona
i Tuckfielda (dostepna online i bedzie dodana jako lektura). W bibliografii do tej pracy jest kilka artykulow

naukowych z tej tematyki.

Zadanie 9. Czy istnieje macierz zerojedynkowa nad R, ktéra nie ma postaci Jordana? A nad Q¢



