GAL IT*, éwiczenia 1,

Wektory i wartoéci wlasne, wielomian charakterystyczny!
Zadania z wyktadu

Zadanie 1. Relacja podobieristwa w zbiorze My, (K) jest relacjq réwnowaznosci.

Zadanie 2. Jesli macierze A, B € M,,(K) sq podobne nad K, to:

e det(A) = det(B),

o tr(A) = tr(B).
Pokaz, ze warunki r(A) = r(B),tr(A) = tr(B),det A = det B nie implikujg podobienstwa A, B nad K.
Zadanie 3. Niech V bedzie przestrzenig skoriczenie wymiarowq nad cialem K oraz ¢ € End(V).

o Jesli V jest wymiaru n, to wey(X) jest stopnia n.

e Dla dowolnej bazy A przestrzeni V. mamy:

wo(A) = det(M(6)4 — AI).

o Jesli macierze A, B € M,,(K) sq podobne nad K oraz A= M(¢)%t, B = M), to

st st
wy(A) = wy(X),
o Jesli A= M(¢)st € M,(K), to:

wy(N) = (=1)" A" + (=1)" " Hr(A)A" ! + .+ det A.

Zadanie 4. Dla macierzy A, B € M,,«n(K) nastepujgce warunki sqg réwnowazne:
(i) B moze byc¢ otrzymana z A ciggiem operacji elementarnych na wierszach i kolumnach,

(ii) istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : K™ — K™ oraz bazy A, A’ przestrzeni K™ i bazy B, B’ przestrzeni

K™, ie A= M($)5, B=M®)%,
(iii) r(A) = r(B).
Mowimy wowczas, ze A oraz B sq réwnowazne nad K.

Zadanie 5. Dla kazdego przeksztalcenia liniowego ¢ : K™ — K™ rzedu v istniejg bazy A, B przestrzeni

K", K™ takie, ze M(¢)5 = A, gdzie A € Myyxn(K) oraz A = [a;j], gdzie

1, diat=j5=1,...,m,
a;j = .
0, dla pozostalych v, j.

11K - zbiér zadan dr. Kubata, AW - zadania prof. Webera



Zadania (nie tylko) rachunkowe

Zadanie 6 (LK, 1.4). Ktére z ponizszych macierzy:

1 2 3 1 0 O 1 0 O

2 3 11, 0 2 0 |, 01 0 )

1 01 0 0 -1 00 -1
-1 0 0 1 2 3 2 -3 3
0 -1 0|, 0 1 0 ) 0 -1 0
0 0 1 -1 -2 -2 -1 1 =2

sqg macierzami tego samego endomorfizmu f € End(R3), ale w réinych bazach? Ktére z powyziszych

macierzy s¢ macierzami symetrii?

Zadanie 7 (LK 1.21). ZnajdZ wartosci wlasne i odpowiadajgce im wektory wlasne macierzy

1 7 .
3 0 35 0 0 i
A= 0 1 0 € M;(C), B=| 0 2 0| €M;3).
7 1 -
5z 03 —i 0 0

Zadanie 8 (LK 1.22). Niech p bedzie liczbg pierwszq. Wyznacz wartosci wlasne i odpowiadajgce im

wektory wlasne macierzy

Zadanie 9 (LK 1.23, mod). Rozwazmy macierz

5 00
A= —4 0 3 | €e M3(R).
1 1 2
Znajdé AT000,

Zadanie 10 (LK 1.24). Niech K = Z3 oraz V. = K3. Rozwaimy endomorfizm f € End(V) zadany

warunkiem
2 2 2 1 0 0
Mq(f)=10 1 1 oraz macierz M= |0 1 0 | €M3(K).
2 0 0 0 0 0

1. Znajd? takie bazy A, B przestrzeni V., aby MB(f) = M.
2. Czy istnieje baza C przestrzeni V spelniajgca Mcc(f) =M?

Zadanie 11 (AW, 3.1). ZnaleZé wartosci wlasne macierzy A, B € M, (R) postaci:



Zadanie 12 (LK 1.13). Niech V bedzie przestrzeniq liniowg nad cialem K oraz f € End(V'). Wykaz, Ze:

1. gdy a € K jest wartoscig wlasng endomorfizmu f € End(V), to dla dowolnego wielomianu p € K[\

skalar p(a) jest wartosciqg wlasng endomorfizmu p(f).

2. jezeli skalar p(a) jest, dla pewnego a € K, wartoscig wlasng endomorfizmu p(f) oraz

n

p(N) ~ pla) = [[A - a)) € KN,

i=1
to przynajmniej jeden ze skalarow aq,...,a, € K jest warto$cig wlasng endomorfizmu f.

Wskaz przyklad takiego endomorfizmu f € End(V), wielomianu p € K[\ oraz skalara a € K, Ze skalar

p(a) jest wartoscig wlasng endomorfizmu p(f), natomiast a nie jest wartoscig wlasng endomorfizmu f.

Zadanie 13. Niech A, B € M,,(C). Pokazaé, ze macierz wg(A) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy

macierze A, B nie majqg wspdlnych wartosci wlasnych.



