GAL IT* Kolokwium 2, 20 maja 2021

Uwaga: rozwiazania skladaja Panstwo tylko na Moodle.
Zadanie 1. (15p) W przestrzeni R* ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest podprzestrzeh
W =lin((1,—1,0,0), (1,0, —1,0)).

Znajdz wzér na rzut prostopadty R* na W.
Znajdz obraz wektora (2,1,1,1) w symetrii prostopadlej wzgledem W+.

ROZWIAZANIE. Péjdziemy nieco niestandardowa droga. Niech py : R* — R* bedzie szukanym rzutem
prostopadtym oraz niech v; = (1,—1,0,0),v2 = (1,0,—1,0). Dla & = (x1, 72, 73, 74) € R* mamy zatem:

pw (z) = avy + bug, (&)
dla pewnych liczb rzeczywistych a,b. Skoro x — pw () jest prostopadly do W, mamy:
(x — (avy + bua),v1) = (& — (av1 + bug),v2) = 0.
Biorac pod uwage, ze ||v1? = 2, [|v2]|? = 1, (v1,v2) = 1, dostajemy:
2a+ b= (z,v1), a+2b={(x,vy).

Rozwiazujac ten uktad dostajemy:

201 — Uy 22U — vy
= ) b) b: b)
Mamy natomiast
2v1—vy (1 210 20 —v1 (11 20
3 \3 33°)° 3 \3'3 37)°
W szczegdlnosci:
2 1
a= gxl — g.’ﬂ2+§$3, b= glergng gl’g.

Za pomocy ({) wyznaczamy zatem obrazy wektoréw bazy standardowej przy pyy:

2 1 1
pW(El) = (37 37 3a0> )
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pW(EQ)( 373735())7
1 12
pW(€3) < g 3a350>a
pw (1) = (0,0,0,0).

Zatem:

2 1 1 1 1
pw (T1, T2, T3, T4) = 5961 - §$2 - 596‘3, —gl“l + §$2 - §$3, —§$1 - §$2 + §$370 .

Jedli chodzi o drugg czeéé, to zauwazmy, ze biorgc R* = W @ W+ i rozwazajac rozklad x = 2/ 4+ 2", gdzie
¥ € W,a" € W+ mamy pw(z) = 2’ oraz sy (z) = —2' + 2" = (id —2pw ) (x), gdzie sy 1 jest symetria
prostopadlyg wzgledem W=, A zatem

2 1 1 255
2,1,1,1) = (2,1,1,1) — 2pw(2,1,1,1) = (2,1,1,1) =2 ( =, —=,—=,0 ) = ( =, 2, -,1]).
SWJ‘(7??) (7??) pW(??’) (77?) (3? 37 37O> (373737)

Oczywiscie nie mam nic przeciwko rozwigzaniom, w ktérych wyznacza Panstwo baze W+, dopetnia do
bazy W, napisza macierz rzutu w tak otrzymanej bazie, odwroca macierz 4 x 4, przemnoza trzy macierze
4 x 4 i otrzymaja macierz rzutu py . Ale czy Panstwo widza co tu sie tak naprawde stalo?



Zadanie 2. (15p) Dane sa macierze A, B € My(K) postaci:

0 0 21 01 00
0 01 2 1 0 00
A= 21 1 1}|° B = 00 01
1 2 11 0 010

Czy istnieje taka forma dwuliniowa h na przestrzeni K* oraz baza A przestrzeni K* taka, ze G(h, st) = A
oraz G(h, A) = B? Jedli baza A istnieje, wyznacz ja. OdpowiedZ uzaleznij od wlasnodci ciala K.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze gdy cialo K jest charakterystyki 2, wéwczas forma dwuliniowa ho opisa-
na w bazie standardowej macierza B ma wlasno$é¢ ho((z1, 22, 23, 24), (X1, T2, ¥3,24)) = 0, natomiast sa
wektory nieizotropowe wzgledem formy dwuliniowej zadanej w bazie standardowej macierzg A. Zatem
macierze te nie sa kongruentne.

Zauwazmy dalej, ze det A = 9 oraz det B = 1, czyli nad ciatem charakterystyki 3 macierze A, B nie moga
by¢ kongruentne. W szczegélnosci odpowiedz na pytanie postawione w zadaniu jest negatywna.

Zauwazmy dalej, ze dla cial charakterystyki réznej od 2 i 3 mamy lancuch macierzy kongruentnych:

0 0 2 1 00 2 1 0 o 2 1
A 0 0 1 2 ks=F1 10 0 1 2f k2=2kx |0 0 —3 0f Fkr1—hka
o 2 1 1 1 w3z —w1 2 1 *3 0 wo —2w1 2 *3 *3 O w1 — Wy
1 2 11 1 2 0 1 1 0 0 1
-1 0 2 0 -1 0 0 O -1 0 0 0
kimka |0 0 =3 Of wat2ws | 0 0 —3 Of ket3ka | 0 —9 0 0| */3
wi—ws | 2 =3 =3 0| ks+2k; | 0 =3 1 0| wot3wz | 0 0 1 0O wyy3
o 0 0 1 0 0 0 1 0 0 01
-1 0 0 0 -1 0 0 O 01 00
B2/3 10 —1 0 Of ke=ks | O 1 0 0| *k=* (1 0 0 0 _B
w2/3 0 O 1 O Wo W3 0 O —1 0 wo —W1 0 0 0 1 B ’
0 0 01 0 0 0 1 0 010
Zatem szukang baze A odczytujemy za pomocg wykonanych operacji elementarnych. |

Zadanie 3. (15p) Dla podzbioréw Hy, Hy przestrzeni afinicznej R? definiujemy zbior:
Hjz = {tp-|— (]. —p)q|p S Hl,q € Ho,t € R}
e Dla H; = (1,0,1) 4+ 1lin((1,1,0)), Hy = (1,1,2) + 1in((1, 1,0)) znajdz réwnanie opisujace Hs.
e Dla Hy =(2,1,0)+1in((3,2,1)), H2 = (2,1,0) +1in((1, 1,4)) znajdz baze punktowa i uktad bazowy
przestrzeni Hs.
e Czy dla H; = (0,0,1) + lin((1,0,0)), Hy = (1,0,0) + lin((0,1,0)) zbiér Hs jest podprzestrzenia
afiniczng w R? Odpowiedz uzasadnij.

To zadanie jest raczej proste, wigc pomijam rachunki. W punkcie trzecim odpowiedz brzmi: NIE.
Idea: wybierzmy punkt na prostej Hs i polaczmy go prostymi ze wszystkimi punktami z prostej sko-
$nej Hy (dla ustalonych p € Hy,q € Hy zbidr {tp + (1 — p)q|t € R} jest prosta). Dostajemy *prawie
plaszczyzne* (bez jednej prostej). Mozna w ten sposéb uzyskaé *prawie wszystkie* *prawie plaszczyzny*
zawierajace H, poza jedna — réwnolegla do H,. Lacznie dostajemy R3 bez dwéch *prawie ptaszczyzn*.




Zadanie 4. (15p) Niech A, B € M,,(R) beda macierzami symetrycznymi spelniajacymi réwnosé:
tr(A%B?) = tr((AB)?).
Wykaz, ze AB = BA.
ROZWIAZANIE. Wezmy macierz odwracalng C' i niech
D=C1'AC, E=C"!'BC.
Oczywiscie AB = BA wtedy i tylko wtedy, gdy DE = ED. Podobnie:
C?A’B*C? = CT?A’C*C*B°C* = D*E”.
Podobnie (nieco dhuzej) pokazujemy, ze C~2(AB)?C? = (DE)?. Slad to niezmiennik podobienstwa, zatem
tr(A’B?) = tr((AB)?) <= tr(D*E?) = tr((DE)?).
Na mocy twierdzenia spektralnego mozemy zatem ograniczy¢ sie do przypadku, gdzie D jest macie-
rza diagonalng za$ E jest dowolna macierza symetryczna. Niech wyraz na przekatnej D znajdujacy sie
w i-tym wierszu to A; oraz niech E = [e;;]. Bedziemy korzystaé¢ z tego, ze domnazanie z lewej strony

przez macierz diagonalng A to mnozenie odpowiednich wierszy przez elementy z diagonali A, za§ mnozenie
z prawej przez A to mnozenie kolumn przez elementy z diagonali A, Mamy wiec:

(et +ela+... +el,)

tr(D*E?) = tr - Z A2 Zegj,
4 J

Ao(e2y+edg+...Fel,)

Atein ez ... e Atein Aeiz ... Aenn
Agea1  Agean ... Agean Azea1 Agean ... Agean
tr(DE)? =tr | . , _ N : , .= Z Ai Z Aje;.
: : t. : : : T, : P J
Anenl )\nenZ cee )\nenn Anenl Anen2 CIEIR )\nenn

Widzimy zatem, ze korzystajac z zalozen zadania i odpowiednio porzadkujac sktadniki mamy:

0=tr(D*E® — (DE)*) =) (A = A)° =0. (1),

i<j

czyli dla kazdego i < j mamy e;;(A\; — A;) = 0.

Z drugiej strony DE — ED réowna jest:
Aterr Ateiz ... Arerp Arterr Agerz ... Apery 0 (A1 = A2)erz ... (M= An)ewn
Age21 Azezz ... Agean Artea1 Agear ... Apeap ()\2 - /\1)621 0 (/\2 - )\7!,)()'271,
)\nenl /\neng PN )\nem )\1€n1 )\geng . )\ne,m ()\n — /\1)6n1 (/\n — )\g)enz . 0

Skoro B jest symetryczna, to z réwnosci () wnioskujemy, ze powyzsza réznica to macierz zerowa. |

Zadanie 5a. (5p) Zalézmy, ze W jest taka podprzestrzenia M, (K), ze tr(AB) = 0, dla wszystkich
A, B € W. Znajdz maksymalny mozliwy wymiar W.

RoOzZWIAZANIE. Na éwiczeniach pokazywalismy, ze forma h : M, (K) x M, (K) — K zadana wzorem
h(A,B) = tr(AB)

jest dwuliniowa symetryczna. Problem sprowadza sie zatem do zagadnienia znalezienia maksymalnej
podprzestrzeni catkowicie zdegenerowanej wzgledem tej formy. Twierdzenie z wyktadu méwi, ze wszyst-
kie maksymalne (ze wzgledu na czesciowy porzadek inkluzji) podprzestrzenie caltkowicie zdegenerowane
nieosobliwej przestrzeni dwuliniowej (V,h) nad cialem K sa tego samego wymiaru, nie wiekszego niz
dim V/2. Nietrudno widzie¢ (chyba tez to pokazywaliSmy), ze forma tr(AB) jest niezdegenerowana na
K — wystarczy bowiem wypisa¢ macierz tej formy w bazie standardowej ztozonej z jedynek macierzowych.



Twierdzimy, ze przykladem maksymalnej podprzestrzeni calkowicie zdegenerowanej M, (K) wzgledem
rozwazanej formy jest podprzestrzen W zlozona z macierzy scisle gornotréjkatnych rozmiaru n:

0 * x * ... %
0 0 = co. %
0 0 0 x ... =x
. . . . . *
0O o0 0 ... 0

Podprzestrzen ta ma oczywiscie wymiar n(n — 1)/2. Gdyby istniala podprzestrzen calkowicie zdegenero-
wana W’ # W zawierajaca W, to do W' nalezalaby jakas macierz postaci E;;, gdzie i > j (dlaczego?).
Jednak przemnozenie tej macierzy przez Ej;; € W daje nam FEj;, czyli macierz o $ladzie 1. A zatem W
jest maksymalna podprzestrzenia catkowicie zdegenerowana, czyli ma tez maksymalny mozliwy wymiar.
|

Zadanie 5b. (5p) Pokaz, ze dla kazdej liczby nieparzystej d > 0 oraz dla kazdej liczby catkowitej n > 0
istnieje m € Z takie, ze liczba m? + 7 jest podzielna przez 2". Czy teza zachodzi réwniez dla d = 27?

RozwiazANIE. Korzystamy z pokazanego na wykladzie faktu, ze wielomian o wspoétczynnikach w Z ma
pierwiastek w Zy wtedy i tylko wtedy, gdy ma calkowity pierwiastek modulo 2%, dla kazdego k > 1.
A zatem szukamy takich d, ze m? — 7 ma pierwiastek w Zy. Do tego za$, zgodnie z Lematem Hensela,
wystarczy, aby wielomian fy(m) = m? + 7 mial pierwiastek w Zs, ktéry nie jest pierwiastkiem wielomia-
nu f4(m) = dm?='. Kladac m = 1 mamy oczywiscie f4(m) = 0 mod 2, za$ f;(1) # 0, dla d nieparzystych.

Teza zachodzi réowniez dla d = 2, ale lemat Hensela tu nie dziala bezposrednio. Rozumujemy przez
indukcje. Oczywiscie m2+47 ma rozwiazanie modulo 2. Zalézmy, Ze ma rozwiazanie m modulo 2". Zachodzi
wtedy jedna z dwdch mozliwosci:

m2+7=0mod 2" Vv m2+47-—2"=0mod 2"

Jedli zachodzi pierwszy przypadek, to krok indukcyjny jest zakonczony. Jesli zachodzi drugi przypadek,
to stosujemy nastepujacy trik: zamiast m + 2™ rozwazamy liczbe m + 27!, Mamy:

(m+2n 12 =m24+2.2" g 42272 = (=7 +2") + 2" = —7 mod 2" "
]

Czy podobnie sztuczki mozna stosowaé z powodzeniem dla innych d parzystych? Niestety, réwnanie m*+4-7
nia ma rozwiazania modulo 16. Zjawisko to zrozumieja Panstwo lepiej po zapoznaniu si¢ z uogélniona
wersja Lematu Hensela, wystepujaca jako Theorem 4.1 oraz przyktadem o numerze 4.3 w znanym tekscie:
https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/gradnumthy/hensel.pdf.

Zadanie 5c. (5p) Niech A € M>(R) bedzie macierza symetryczna o $ladzie réwnym 0. Pokaz, ze istnieje
macierz ortogonalna @ € M(R) taka, ze macierz QT AQ ma same zera na przekatne;.

ROZWIAZANIE. Oznaczmy wyrazy macierzy A = Z ol Jedli jedna z liczb a, b jest réwna 0, to nie ma
czego dowodzié. Zatem zakladamy, ze a, ¢ sa ré6znych znakow. Rozwazmy macierz obrotu o kat 6 postaci
cosf) —sinf
Py=|".
0 {sm@ cosf }

i zauwazmy, ze W pierwszym wierszu i pierwszej kolumnie macierzy P AP, stoi liczba postaci:
acos® + 2bcos fsin f + csin? 6.

Rézniczkowalna funkcja ciagla f(0) = acos? 0 4 2bcos 6 sin 6 + csin” 6 przyjmuje dla 6 = 0 wartosé a, zas
dla § = 7/2 przyjmuje warto$é ¢. Wartosci te sa réznych znakéw, zatem z twierdzenia o wartosci $redniej
istnieje takie 6y € (0,7/2), dla ktérego funkcja ta przyjmuje wartosé¢ 0. Oczywiscie macierz PQT0 APy, ma
taki sam $lad jak A, bo Py, jest ortogonalna. A zatem na przekatnej macierzy PGT0 APy, stoja zera. [ ]

Uwaga. Czy rozmiar ma znaczenie? Czy zamiast R moze byé C? A co z symetrycznoscia!? Odpowiedz:
V.S. Sunder: On Trace Zero Matrices: https://www.ias.ac.in/article/fulltext/reso/007/06/0014-0026.



Zadanie 5d. (5p) Niech A, B € M, (R) beda macierzami symetrycznymi, ktérych wszystkie wartosci
wlasne sa wieksze niz 1. Pokaz, ze dla kazdej rzeczywistej wartosci wlasnej v macierzy AB mamy || > 1.

Rozwiazanik. (IMC 2013) Rozwazmy (R"™, (,)s:). Wezmy baze ortonormalng A = (ayq, ..., «,) zlozona
z wektoréw wilasnych macierzy B w R™ oraz wezmy dowolny wektor 0 # « € R™ majacy w tej bazie
wspOlrzedne ay, .. .,a, Mamy zatem (dzigki ortonormalnosci A):

1Bal? = [Blaras + ... + anan)|* =
= ||)\1a1a1 + e + )\na‘nanHQ =
= (\aran + .+ Apln @, Aaras + .-+ Apanay) =

=XNa2+.. .+ X2 >ad ... +d =]

Zatem przemnozenie przez B z lewej strony powiecksza, norme dowolnego niezerowego wektora. Podobnie
przemnozenie przez A powigksza norme wektora. A zatem dla kazdego 0 # « € R™ mamy [|ABal| > ||«||.
Jesli wige [|[ABS|| = v/ (A8, A8) = |A|||B|], dla pewnego 5 # 0, to [A] > 1.

Uwaga. Wiadomo, ze (AB)T = BT AT a zatem iloczyn macierzy symetrycznych nie musi byé syme-
tryczny, jesli AB # BA. Swoja droga: prosze spréobowa¢ udowodni¢ nastepujacy fakt: kazda rzeczywista
lub zespolona macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ jako iloczyn macierzy symetrycznych. Idea: zaczaé
od klatek Jordana. Patrz tez: A. J. Bosch, The Factorization of a Square Matriz Into Two Symmetric
Matrices, The American Mathematical Monthly, Vol. 93, No. 6 (1986), pp. 462-464.

Zadanie 6. (20p) Rozwazmy izometrie ¢ przestrzeni euklidesowej (R®,(,)) (nie znamy tego iloczynu)
dang w bazie standardowej macierza:

1 5 4 3 0
-5 1 3 -4 0
4 3 1 5 0
3 -4 -5 1 0
o 0 0 0 -1

e Pokaz, ze ¢ nie jest ani symetrig prostopadla, ani obrotem.

e Pokaz, ze ¢ mozna przedstawié¢ jako zlozenie trzech symetrii prostopadtych.

e Pokaz, ze jesli o jest izometria przestrzeni euklidesowej V' wymiaru n taka, ze
dimker(c —id) = n — s,

to o nie mozna przedstawi¢ jako zlozenia mniej niz s symetrii prostopadlych wzgledem podprze-
strzeni wymiaréw n — 1 (takie symetrie prostopadle nazwaliSmy odbiciami).

Rozwiazanie (a). Niech M (¢)5t = M. Zauwazmy, ze M? # I. Istotnie, przemnozenie pierwszego wiersza
oraz drugiej kolumny daje wynik 10. Zatem ¢ nie jest symetria. Aby sie przekonaé, ze ¢ nie jest obrotem
mozna pdjé¢ co najmniej dwiema drogami.

e Mozna policzy¢ wyznacznik M (co nawet przy zauwazeniu wygodnej postaci blokowej i skorzystaniu
z faktéw znanych z éwiczen zajmie dtuzsza chwile) i zobaczy¢, ze wynosi on —1. Wyznacznik obrotu
to zawsze 1, wiec ¢ nie jest obrotem.

e Mozna policzy¢ $lad M. Wynosi on (jak wida¢) 3. Wiadomo natomiast, ze slad macierzy obrotu
w przestrzeni pieciowymiarowej wynosi 2cosa + 3, gdzie a to kat obrotu (bo w pewnej bazie
ortonormalnej R® obrét ma postaé...). A zatem cosa = 0, czyli obrét jest o 7/2. To by jednak
znaczyto, ze M* = I (jesli ta réwnoéé zachodzi w pewnej bazie, to zachodzi w kazdej bazie).
Zdobywajac sie wiec na pewien wysilek wyliczamy pierwszy wiersz i druga kolumne macierzy M?2:

1 10 8 6 0
1
6
-8
0

i stwierdzamy, ze ich wymnozenie daje: 20, czyli M* # I i nasze przeksztalcenie nie jest obrotem.



Rozwiazanie (b). Nietrudno widzieé¢, ze r(M — I) = 3, a wiec podprzestrzeni wlasna ¢ odpowiadaja-
ca wartosci wlasnej 1 jest dwuwymiarowa' i jest rozpieta przez pewne niezerowe wektory aq,as €
lin(eq, €9, €3,€4) = V'. Oczywiscie ¢’ = ¢y jest izometria i ¢’ () = a, a zatem identycznie jak w dowodzie
twierdzenia ~Cartana stwierdzamy, ze V(’l) jest ¢'-niezmiennicza podprzestrzenia V'’
(to jest w zasadzie tw. Witta o przedtuzaniu!). W szczegblnosci ¢/|ji(q )1 jest tez izometria. Niech
Y1, 72 rozpinaja lin(a, B)*. W bazie {71,72, a1, a2, €5} przestrzeni R® izometria ¢ ma wiec macierz:

* x 0 0 O * x 0 0 0 100 0 O
* x 0 0 O * x 0 0 0 01 0 0 O
0010 O0O|=|001T0TQ 0O-/001T 0 O
00 01 O 00 010 00 01 0
00 0 0 -1 00 0 01 00 0 0 -1

Czym jest izometria ¢'|;iy(a,5)27 To moze by¢ obrét lub symetria. Ale w drugim przypadku ozna-
czaloby to, ze ¢|in(a,g)L Ma rzeczywiste wartoéci wlasne +1. Tymczasem? 7(A + I) = 4. A zatem
o4 |1in(a)¢ jest, jako obrét, ztozeniem doktadnie dwéch symetrii. Po ich oczywistym przedluzeniu na calg R
(nalin(a, 0, €5) kladziemy id) rozktad wyzej daje nam rozklad ¢ na 3 odbicia. Dowdd (b) jest zakonczony.

Rozwiazanie (c¢). Niech o bedzie izometria n wymiarowej przestrzeni euklidesowej V. Zalézmy, ze

0O=T10...0T,,

gdzie 7; jest symetria V wzgledem pewnej przestrzeni n — 1-wymiarowej H;. Musimy pokazaé, ze r > s.
Skoro 7; sg state po obcieciu do H;, to ich zlozenie: o jest stale na Hy N ... N H,., czyli mamy:

Hyn...NH, Cker(c —id),

azatem dim(H;N...NH,) < n—s. Z drugiej strony nietrudno widzieé, ze przeciecie dwoch podprzestrzeni
wymiaru n — 1 w V ma wymiar nie mniejszy niz n — 2, co przez prosta indukcje prowadzi do obserwacji:

dm(HyN...NH.)=2n—r,
a w konsekwencji dostajemy n —r < n — s, czyli s < r. Dowdd jest zakonczony.
Komentarze. Mozna zapytac czy ograniczenie dolne z punktu (c) jest zawsze osiagalne? Jest to nietrudny

wniosek z twierdzenia klasyfikujacego izometrie n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Przypomnijmy
to twierdzenie (bylo na éwiczeniach, a wynika latwo na przyktad z zespolonego twierdzenia spektralnego).

Twierdzenie. Niech (V,{,)) bedzie przestrzenia euklidesowa wymiaru n i niech ¢ € End(V) bedzie
izometria. Wowczas istnieje baza ortonormalna A przestrzeni (V, (,)), w ktérej macierz ¢ ma postaé:

M(¢)a =diag(1,...,1,-1,...,-1,04,,...,0y,,), (%)
n—sp—2ss S1

gdzie dla i = 1,..., s9 istnieja takie 0; € R, ze:

Oq, =

i

[cos 0; —sin 91}

sinf; cosb;

Kazdy obrot jest zlozeniem 2 symetrii prostopadlych, wiec jest jasne, ze powyzsze przeksztalcenie jest
zlozeniem s + 285 symetrii, a liczba ta jest doktadnie réwna wymiarowi ker(¢ — id), czyli liczbie jedynek
na przekatnej macierzy (x).

Czy da sie powiedzieé¢ jak wyglada iloczyn skalarny, w ktorym tytulowa macierz 5 X 5 jest izometrig?
I tak (bo to tylko kwestia wykonania rachunkéw), i nie (bo to zmudne rachunki). Macierz wziglem
z rozdzialu 5. artykulu https://arxiv.org/pdf/1011.1027.pdf, opublikowanego w (stosunkowo) po-
rzadnym czasopiSmie matematycznym, ukazujacym sie jednakze zbyt czesto i w zbyt obszernych to-
mach (raz na dwa tygodnie kilkaset stron artykuléw — to nie moze byé dobry znak, i zwykle nie jest).
Autorzy zdaja sie twierdzié, ze wyjsciowa macierz jest to macierza ortogonalng wzgledem iloczynu skalar-
nego (zdefiniowanego na dole strony 4, co akurat jest ciekawa konstrukcja) w bazie standardowej wzorem:

((551796279637554,%5), (yl,yg,yg,y4, y5)> = T1Y1 + T2Y2 — T3Y3 — T4Y4 — T5Ys5.

Moim zdaniem w rachunkach tych jest blad, co nie ma wplywu na wyniki pracy. Jej celem jest podanie
kolejnego konstruktywnego dowodu tw. Cartana, opartego o wazny obiekt — algebry Clifforda.

INie trzeba bytlo liczyé wielomianu charakterystycznego, ale mozna: ma on postaé —(A — 1)*(1 + \).
2Prébuje Panstwa przekonaé, ze nie trzeba bylo liczyé wyznacznika M.



