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Niech ¢ € End(V). Dla kazdego a € K przez V|, oznaczamy podprzestrzen
ztozong ze wszystkich a € V, dla ktérych istnieje n takie, ze (¢ — aid)"(a) = 0.
Przestrzen Vi, nazywamy podprzestrzenia pierwiastkowa endomorfizmu ¢ lub
uogolniona podprzestrzenia wiasna.

Twierdzenie o rozktadzie na podprzestrzenie pierwiastkowe

Niech ¢ € End(V). Endomorfizm ¢ jest triangularyzowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
V jest suma prostg podprzestrzeni pierwiastkowych endomorfizmu ¢.

v

Uwaga (sprowadzenie problemu do przypadku a = 0)

Podprzestrzen pierwiastkowa V|5 endomorfizmu ¢ rowna jest podprzestrzeni
pierwiastkowej Vo endomorfizmu ¢ — aid. Co wigcej,

Wy _aid |v[0]()\) = (—A)4m Va,




Endomorfizm ¢ skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V nazywamy
nilpotentnym, jesli istnieje liczba catkowita dodatnia k taka, ze ¢¥ = 0.
Najmniejsza liczbe k o tej wtasnosci nazywamy stopniem nilpotentnosci ¢.
Macierz A € My(K) nazywamy nilpotentng indeksu k, jesli AX = 0 oraz Ak +£ 0.

Nasz cel. Twierdzenie Jordana - przypadek nilpotentny

Niech ¢ € End(V), gdzie V jest n wymiarowa nad ciatem K. Woéwczas ¢ jest w
pewnej bazie V opisane macierzg blokowo-diagonalng o klatkach Jordana:

01 ...0
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Endomorfizm ¢ skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V nazywamy
nilpotentnym, jesli istnieje liczba catkowita dodatnia k taka, ze ¢ = 0.
Najmniejsza liczbe k o tej wtasnosci nazywamy stopniem nilpotentnosci ¢.
Macierz A € My(K) nazywamy nilpotentng indeksu k, jesli AX = 0 oraz Ak +£ 0.

Kolejny cel: wniosek opisujacy klasy réwnowaznosci macierzy nilpotentnych

Istnieje bijekcja pomiedzy klasami podobienstwa macierzy nilpotentnych rozmiaru

n nad ciatem K oraz podziatami liczby n (lub diagramami Younga tych podziatéw).

Polega ona na przypisaniu postaci Jordana macierzy nilpotentnej N o nq klatkach

Jordana rozmiaru g podziatu A =(q,...,q,9—1,...,9g—1,...,1,...,1) liczby n.
N—— N——

Ng Ng—1 ny




Postaci Jordana macierzy endomorfizméw nilpotentnych przestrzeni K*
i odpowiadajgce im diagramy Younga z wpisanymi wektorami z bazy Jordana
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Twierdzenie Jordana - przypadek nilpotentny

Niech ¢ € End(V) bedzie nilpotentny stopnia q, gdzie V jest n wymiarowa nad
ciatem K. Wowczas istnieje podziat A = (q,...,9,9—1,...,.g—1,...,1,...,1)
——— N——

Ng Ng—1 mn
liczby n oraz wektory
egk),...,eff;)ev, 1<k<q,

ze dlakazdych 1 < k < q,1 </ < ng uktad B = (B), gdzie
Bi = {¢*"(e/), " 2(e")). ..., o(ef), &)}

jest bazag Jordana przestrzeni V o podziale A, przy czym:

V= @ lin(Bk) = @ Ve/(k)

1<k<q,1<I<ny 1<k<q1<I<ny

oraz macierz ¢ ograniczonego do Ve(k) to klatka Jordana rozmiaru k.
!




Rozmieszczenie ukitadu
B w diagramie Younga:

okreslamy

Vi = ker ¢,

w kolumnie k sg
wektory zVj \ Vi_1
na lewo od pola z
elementem x € Vj
znajduje sie

B(x) € Vk_1
wiersz dtugosci k
odpowiada jednej
klatce k x kw
postaci Jordana,

skad bra¢ wektory
(k) (K)o
e’ ....en

V1:ker¢ V2\V1 Vq,2\Vq,3 Vq,1\Vq,2 Vq\ Vq,1
¢q—1 (egQ)) ¢q—2(esfﬁ) ¢2(eEQ)) ¢(eSQ)) egQ)
$9-1(el?)  |o9-2(ed) G o) el
¢q—2(e$Q*1)) ¢q—3(e$<7*1)) ¢(egQ*1)) esﬁFU
69-2(ef—))[eo3(ell ) el )y | el

(1)
&

1
el




Skad sie bedg braty te egk), e eﬁ,’k‘) eV, 1<k<qg?
@ Zacznijmy od konca. Rozwazmy maksymalny liniowo niezalezny ukfad
wektoréw w V, ktdre zeruje tylko ¢9, ale nie zeruje ¢9~' (najbardziej odporne
na dziatanie ¢). Niech tych wektoréw bedzie nq i nazwijmy je egq), cee ef,z).



Skad sie bedg braty te egk), e eﬁ,’k‘) eV, 1<k<qg?

@ Zacznijmy od konca. Rozwazmy maksymalny liniowo niezalezny ukfad
wektorow w V, ktére zeruje tylko ¢9, ale nie zeruje ¢9-' (najbardziej odporne
na dziatanie ¢). Niech tych wektoréw bedzie nq i nazwijmy je egq), cee ef,z).

@ Podprzestrzenie cykliczne Ve(q) sg wymiaru q i twierdzimy, ze w naturalnych

I

bazach tych przestrzeni ¢|y , . to jedna z ng klatek Jordana rozmiaru q.
(@ 9



Skad sie bedg braty te egk), e eﬁ,’k‘) eV, 1<k<qg?
@ Zacznijmy od konca. Rozwazmy maksymalny liniowo niezalezny ukfad
wektoréw w V, ktdre zeruje tylko ¢9, ale nie zeruje ¢9~' (najbardziej odporne
na dziatanie ¢). Niech tych wektoréw bedzie nq i nazwijmy je eﬁC’), cee ef,z).

@ Podprzestrzenie cykliczne Ve(q) sg wymiaru q i twierdzimy, ze w naturalnych

I

bazach tych przestrzeni ¢|y @ 10 jedna z nq klatek Jordana rozmiaru q.

@ Aby konstruowac dalej baze Jordana wybieramy najbardziej odporne
z niewybranych dotgd wektoréw (ani podprzestrzeni rozpietych przez nie).
A zatem bierzemy maksymalny uktad, ktory nie nalezy do sumy V (), ktory
zeruje sig na ¢9-1, ale nie zeruje sig na ¢9-2. Tych wektordw jest ny_+, i jesli

. . . . —1 —1
jest to liczba niezerowa, nazywamy je egq ) eﬁ,‘;f1 ),



Skad sie bedg braty te egk), e eﬁ,’k‘) eV, 1<k<qg?
@ Zacznijmy od konca. Rozwazmy maksymalny liniowo niezalezny ukfad

wektorow w V, ktére zeruje tylko ¢9, ale nie zeruje ¢9-' (najbardziej odporne
na dziatanie ¢). Niech tych wektoréw bedzie nq i nazwijmy je eﬁC’), cee ef,z).
@ Podprzestrzenie cykliczne Ve(q) sg wymiaru q i twierdzimy, ze w naturalnych

I

bazach tych przestrzeni ¢|y @ 10 jedna z nq klatek Jordana rozmiaru q.

@ Aby konstruowac dalej baze Jordana wybieramy najbardziej odporne
z niewybranych dotgd wektoréw (ani podprzestrzeni rozpietych przez nie).
A zatem bierzemy maksymalny uktad, ktory nie nalezy do sumy V (), ktory

zeruje sig na ¢9-1, ale nie zeruje sig na ¢9-2. Tych wektordw jest ny_+, i jesli
jest to liczba niezerowa, nazywamy je egq_”, s eﬁ,‘;j).

@ Podprzestrzenie Ve,(q*” sg wymiaru q — 1. W naturalnych bazach tych
przestrzeni M(¢|Ve(‘q71)) to jedna z ny_1 klatek Jordana rozmiaru q — 1.



Skad sie bedg braty te egk), e eﬁ,’k‘) eV, 1<k<qg?
@ Zacznijmy od konca. Rozwazmy maksymalny liniowo niezalezny ukfad
wektoréw w V, ktdre zeruje tylko ¢9, ale nie zeruje ¢9~' (najbardziej odporne

na dziatanie ¢). Niech tych wektoréw bedzie nq i nazwijmy je eﬁC’), cee ef,z).

@ Podprzestrzenie cykliczne Ve(q) sg wymiaru q i twierdzimy, ze w naturalnych

I

bazach tych przestrzeni ¢|y , . to jedna z ng klatek Jordana rozmiaru q.
(@ 9

@ Aby konstruowac dalej baze Jordana wybieramy najbardziej odporne
z niewybranych dotgd wektoréw (ani podprzestrzeni rozpietych przez nie).
A zatem bierzemy maksymalny uktad, ktory nie nalezy do sumy V (), ktory

zeruje sie na ¢9-1, ale nie zeruje sie na ¢9-2. Tych wektordw jest Ng_1, i jesli
jest to liczba niezerowa, nazywamy je egq—1) (a-1)

seees€ngy
@ Podprzestrzenie V -1 sa wymiaru g — 1. W naturalnych bazach tych
przestrzeni M(¢|V(;71)) to jedna z ny_1 klatek Jordana rozmiaru q — 1.

e
1

@ ltd. Aby wybraé e,(’) postuzymy sie przestrzeniami ilorazowymi.



Niech W bedzie podprzestrzenig przestrzeni V nad ciatem K i niech o € V. Zbi6r
a+ W= {a+~|v e W} nazywamy warstwa podprzestrzeni W w przestrzeni V.




Niech W bedzie podprzestrzenig przestrzeni V nad ciatem K i niech o € V. Zbi6r
a+ W= {a+~|v e W} nazywamy warstwa podprzestrzeni W w przestrzeni V.

Uwaga
Niech W bedzie podprzestrzenig przestrzeni V. Wéwczas:
Qa+tW=p+W<=a—-0cW,
o (a+ W)+ (B+ W)= (a+p3)+ Woraz? a(a + W) = (aa) + W,
@ zbidr
V/IW={a+W|ae V}
z dziataniami dodawania i mnozenia przez skalar okreslonymi wyzej oraz
z warstwg 0 + W tworzy przestrzen liniowg nad ciatem K.

2Dla podzbioru X C V przez aX okreslamy podzbiér V postaci {ac |« € X}.




Jedli U jest podprzestrzenig V, to zbiér V /U z dodawaniem i mnozeniem warstw
okres$lonym wczesniej nazywany jest przestrzenia ilorazowa V modulo U.
Kowymiarem przestrzeni U w V nazywamy wymiar przestrzeni V/U.




Jedli U jest podprzestrzenig V, to zbiér V /U z dodawaniem i mnozeniem warstw
okres$lonym wczesniej nazywany jest przestrzenia ilorazowa V modulo U.
Kowymiarem przestrzeni U w V nazywamy wymiar przestrzeni V/U.

Przyktad. Przestrzen R?/1in(0, 1) sktada sig z warstw
(x,y) +1in(0, 1),
przy czym dla (X, y1), (Xo, ¥2) € R? rownowazne sg warunki:
® (x1,¥1) +1in(0,1) = (x2,¥2) + lin(0, 1),

° (X1 — X2, /1 *YZ) € ||n(0,1),
@ Xq1 = Xo.



Jedli U jest podprzestrzenig V, to zbiér V /U z dodawaniem i mnozeniem warstw
okres$lonym wczesniej nazywany jest przestrzenia ilorazowa V modulo U.
Kowymiarem przestrzeni U w V nazywamy wymiar przestrzeni V/U.

Przyktad. Przestrzen R?/1in(0, 1) sktada sig z warstw
(x,y) +1in(0, 1),
przy czym dla (X, y1), (Xo, ¥2) € R? rownowazne sg warunki:

@ (x1,y1) +1in(0,1) = (x2, y2) +1in(0, 1),
@ (X1 — X2,y1 — ¥o) €1in(0, 1),
@ X1 = Xo.

Bijekcja (x, y) + 1in(0, 1) — (x, 0) zadaje izomorfizm przestrzeni liniowych
R2/1in(0,1) ~ lin(1,0).



Jedli U jest podprzestrzenig V, to zbiér V /U z dodawaniem i mnozeniem warstw
okres$lonym wczesniej nazywany jest przestrzenia ilorazowa V modulo U.
Kowymiarem przestrzeni U w V nazywamy wymiar przestrzeni V/U.

Odwzorowanie = : V — V /U przypisujace kazdemu elementowi v € V warstwe
v + U nazywane jest naturalnym rzutowaniem na V/U. Obraz v € V jest czesto
oznaczany w skrécie jako v (o ile jest jasne czym jest U).




Jedli U jest podprzestrzenig V, to zbiér V /U z dodawaniem i mnozeniem warstw
okres$lonym wczesniej nazywany jest przestrzenia ilorazowa V modulo U.
Kowymiarem przestrzeni U w V nazywamy wymiar przestrzeni V/U.

Odwzorowanie = : V — V /U przypisujace kazdemu elementowi v € V warstwe
v + U nazywane jest naturalnym rzutowaniem na V/U. Obraz v € V jest czesto
oznaczany w skrécie jako v (o ile jest jasne czym jest U).

Przyktad. Biorgc naturalne rzutowanie 7 : R — R?/1in(0, 1) mamy: (1,0) = (1,1).



Fakt
Niech ¢ € L(V, W). Wéwczas przeksztatcenie ¢ : V/ ker ¢ — im ¢ okreslone
wzorem:

P(V + ker ¢) = ¢(v)
jest dobrze okreslonym izomorfizmem.

W szczegolnosci jesli V = U @ W oraz « jest rzutem na U, to V/U ~ W, czyli

dimV/U=dimW =dimV —dim U.




Fakt

Niech ¢ € L(V, W). Wéwczas przeksztatcenie ¢ : V/ ker ¢ — im ¢ okreslone
wzorem:

P(V + ker ) = ¢(v)

jest dobrze okreslonym izomorfizmem.

W szczegolnosci jesli V = U @ W oraz « jest rzutem na U, to V/U ~ W, czyli

dimV/U=dimW =dimV —dim U.

Dowdéd.
@ Oczywiscie je$li v + ker¢p = v/ + ker ¢, to v — V' € ker(¢), wiec ¢(v — v') = 0.
Czyli ¢(v) = ¢(v'). Zatem ¢ jest dobrze okreslone.



Fakt

Niech ¢ € L(V, W). Wéwczas przeksztatcenie ¢ : V/ ker ¢ — im ¢ okreslone
wzorem:

S(v + ker ¢) = (V)

jest dobrze okreslonym izomorfizmem.

W szczegolnosci jesli V = U @ W oraz « jest rzutem na U, to V/U ~ W, czyli

dimV/U=dimW =dimV —dim U.

Dowdd.
@ Oczywiscie je$li v + ker¢p = v/ + ker ¢, to v — V' € ker(¢), wiec ¢(v — v') = 0.
Czyli ¢(v) = ¢(v'). Zatem ¢ jest dobrze okreslone.
@ Liniowo$¢ ¢ wynika tatwo z liniowo$ci ¢.



Fakt

Niech ¢ € L(V, W). Wéwczas przeksztatcenie ¢ : V/ ker ¢ — im ¢ okreslone
wzorem:

S(v + ker ¢) = (V)

jest dobrze okreslonym izomorfizmem.

W szczegolnosci jesli V = U @ W oraz « jest rzutem na U, to V/U ~ W, czyli

dimV/U=dimW =dimV —dim U.

Dowdd.
@ Oczywiscie je$li v + ker¢p = v/ + ker ¢, to v — V' € ker(¢), wiec ¢(v — v') = 0.
Czyli ¢(v) = ¢(v'). Zatem ¢ jest dobrze okreslone.
@ Liniowo$¢ ¢ wynika tatwo z liniowo$ci ¢.
@ Oczywiscie ¢ jest surjekcja, zas jesli ¢(v + ker(¢)) = 0, to ¢(v) = 0, czyli
V + ker(¢) = 0 + ker(¢). A zatem ker(¢) = 0 + ker(¢), czyli ¢ to injekcja.



Cwiczenie (inny dowdd formuty na wymiar)
Niech U bedzie podprzestrzenig V (wymiar nie musi by¢ skonczony).

@ Jedli X jestbazg Uoraz Y C V jest takie,ze {y + U|y € Y} jestbazg V/U,
toXNY =0oraz XU Y jestbazg V.

Innymi stowy baze V mozna otrzymaé doktadajac baze U do reprezentantéw
bazy V/Uw V.




Cwiczenie (inny dowdd formuty na wymiar)
Niech U bedzie podprzestrzenig V (wymiar nie musi by¢ skonczony).

@ Jedli X jestbazg Uoraz Y C V jest takie,ze {y + U|y € Y} jestbazg V/U,
toXNY =0oraz XU Y jestbazg V.

Innymi stowy baze V mozna otrzymac doktadajac baze U do reprezentantow
bazy V/Uw V.

@ Odwrotnie, jesli B jest bazg V takg, ze A C B jest bazg U, wtedy
{v+U|veB\A}jestbazg V/U.

Innymi stowy baza V /U moze by¢ otrzymana przez wzigcie warstw
elementéw powstatych z bazy V po usunieciu z niej bazy U (o ile w nigj jest).




Dowéd twierdzenia Jordana w przypadku nilpotentnym. Skoro ¢ jest nilpotentny
stopnia g oraz V; = ker ¢/, dla 1 < i < q. Mamy

{0} Ckerp Ckerp?... Ckergd = V.



Dowéd twierdzenia Jordana w przypadku nilpotentnym. Skoro ¢ jest nilpotentny
stopnia g oraz V; = ker ¢/, dla 1 < i < q. Mamy

{0} Ckerp Ckerp?... Ckergd = V.

Niech o
Vik = Vik/ Vi1



Dowéd twierdzenia Jordana w przypadku nilpotentnym. Skoro ¢ jest nilpotentny
stopnia q oraz V; = ker ¢/, dla 1 < i < q. Mamy
{0} Ckerp Ckerp?... Ckergd = V.
Niech o
Vik = Vik/ Vi1

Szukana baza Jordana wypetni diagram Younga o g kolumnach, gdzie w k-tej
kolumnie wpisani beda reprezentanci bazy Vj. Jaka to bedzie baza?



Dowéd twierdzenia Jordana w przypadku nilpotentnym. Skoro ¢ jest nilpotentny
stopnia g oraz V; = ker ¢/, dla 1 < i < q. Mamy

{0} Ckerp Ckerp?... Ckergd = V.

Niech o
Vik = Vik/ Vi1

Wiemy, ze v € Vi wtedy i tylko wtedy gdy ¢(v) € Vik_1. Zatem przeksztatcenie
¢’ Vi — Vk_4 dane wzorem

VA4 Vi1 = o(v) + Vk_2
to monomorfizm (intuicja: nie sklejamy elementéw przy *uzupetnianiu w lewo*).




Dowéd twierdzenia Jordana w przypadku nilpotentnym. Skoro ¢ jest nilpotentny
stopnia g oraz V; = ker ¢/, dla 1 < i < q. Mamy

{0} Ckerp Ckerp?... Ckergd = V.

Niech o
Vik = Vik/ Vi1

Wiemy, ze v € Vi wtedy i tylko wtedy gdy ¢(v) € Vik_1. Zatem przeksztatcenie
¢’ Vi — Vk_4 dane wzorem

VA4 Vi1 = o(v) + Vk_2
to monomorfizm. Dla 0 < k < q okre$lamy:
Vi = Vi/ ¢/ (Virr) = (Vie/ Vi) [(6(Vis1)/ Vi)




Dowéd twierdzenia Jordana w przypadku nilpotentnym. Skoro ¢ jest nilpotentny
stopnia q oraz V; = ker ¢/, dla 1 < i < q. Mamy
{0} Ckerp Ckerp?... Ckergd = V.
Niech
Vi = Vie/ Vi1
Wiemy, ze v € Vi wtedy i tylko wtedy gdy ¢(v) € Vik_1. Zatem przeksztatcenie
¢’ Vi — Vk_4 dane wzorem
VA4 Vi1 = o(v) + Vk_2
to monomorfizm. Dla 0 < k < q okre$lamy:

Vie = Vi/8 (Vier1) = (Vi/ Vi 1) /(6(Vies1)/ Vi1)-

Intuicja: w kolumnie k-tej diagramu Younga maja stac reprezentanci bazy V4,
sposréd ktérych wykluczyé chcemy reprezentantéw pochodzacych (przez ¢)
z dalszych kolumn (k + 1,k + 2, ..., q). Pozostali reprezentanci reprezentantéw
bazy Vi generowaé bedg poszukiwane przez nas podprzestrzenie cykliczne.




Niech egq), e eﬁ,z) € V, beda reprezentantami bazy V,/V,_4 oraz dla k < q niech

Vi = Vi/ ¢/ (Vier) = (Vie/ Vi) [(6(Vies1)/ V1) = Vi/ $(Viy1).
Niech n, = dimﬁi rozwazmy uktad liniowo niezalezny

(k) (k)

e ,....en’ € Vg

(k

taki, ze eg ),.. ,en, jest bazg Vk



Niech egq), e eﬁ,z) € V, beda reprezentantami bazy V,/V,_4 oraz dla k < q niech

Vie = Vie/8' (Vir1) = (Vie/ Vi) /(& Vier1)/ Vie—1) = Vie/$(Vier1).

Niech n, = dimﬁi rozwazmy uktad liniowo niezalezny

eﬁk),...,ef,’;) e Vi
taki, ze egk), ce eﬁ,’;) jest bazg 7;( Réwnowaznie warstwy @, .. ,I’;) € Vi nie

saw ¢'(Vki1), czyli nie sg postaci ¢(v) + Vk_1, gdzie v e Vi 4\ V.



Niech egq), e eE,Z) € V, beda reprezentantami bazy V,/V,_4 oraz dla k < q niech

Vie = Vie/8' (Vir1) = (Vie/ Vi) /(& Vier1)/ Vie—1) = Vie/$(Vier1).

Niech n, = dim?ki rozwazmy uktad liniowo niezalezny

eﬁk),...,ef,’;) e Vi
taki, ze egk), ce eﬁ,’;) jest bazg 7,( Réwnowaznie warstwy @, .. ,I’;) € Vi nie

saw ¢'(Vki1), czyli nie sg postaci ¢(v) + Vk_1, gdzie v e Vi 4\ V.
Twierdzimy, ze dla kazdych 1 < k < g,1 </ < nk uktad B = (B), gdzie
By = {o*'(ef), ¢ 2(e[")). ..., o€, 6/}

jest bazg przestrzeni V o podziale A = (q,...,9,9g—1,...,g—1,...,1,...,1),
—— ——
ng Ng—1 ny
przy czym V = D lin(Bi) = D V_ oraz macierz ¢
1<k<gi<i<ng 1<k<qi<i<n; ©

ograniczonego do Ve(k) to klatka Jordana rozmiaru k.
!



Rozmieszczenie uktadu Vy=ker ¢ AN Vgo\Vgs Vg1\Vg2  Vo\Vg_1
B w diagramie Younga:

@ w kolumnie k sa oY) Jorae®) || (e s(el?) el?
reprezentanci baz
Vie/ Vi1 i 1(e) [oa2(eld) | .. | o2(ed) | a(eld) e
@ nalewo od pola z - - _ -
elementemp))( c Vi ¢-2(e{7 M)ga-3(el? ) - | p(el?) | elTV
znajduje sie
Xx) e Vi_ _ _ _
Px) at “ h1 ach p9-2(ell"D|oa-3(el )| e | el | el
@ w ostatnich polac
wierszy sg :
reprezentanci baz el
Vi, co formalizuje
wczesniejsza
konstrukcje. el




Rozmieszczenie ukitadu
B w diagramie Younga:

@ jest jasne, ze jesli B
jest baza, to jest to
baza Jordana ¢,

@ w bazie tej ¢y ma n;
klatek rozmiaru i,

@ wykazemy, ze B
jest liniowo
niezalezny oraz, ze
|B| = dim V,

@ kluczowa idea:
wykonanie ¢’ zeruje
elementy z i
kolumn.

Vi=ker ¢ Vo\ Vi Vg—o\Vg—3 Vg_1\Vg—2  Vg\V4_4
$9—1 (eglﬂ) ¢q72(es‘7)) ¢2(e§Q)) ¢(esq)) esq)
¢9-1(e5))  |o-2(ef) #(el?) (eld) el
¢q—2(e$Q—1)) ¢q73(esq_1)) ¢(egq—1)) 650—1)
69-2(eld")|09-3(ell_}) sy | ey




Dowodzimy, ze B jest bazg V.

@ Punktem wyijscia jest rozwazenie kombinacji liniowej:

3 Mern- ¢ (€5 =0, (%)

Y, V>

dla pewnych X, » € K (k - kolumna, r - potega, n - numer).



Dowodzimy, ze B jest bazg V.

@ Punktem wyijscia jest rozwazenie kombinacji liniowej:

3 Mon- 0@ =0, (%)

Y, V>

dla pewnych X, » € K (k - kolumna, r - potega, n - numer).

@ Chcemy pokazywac, ze kolejne wspétcznniki tej kombinaciji sg zerowe.
Wykonujemy to kolejno dla wspétczynnikdéw przy wektorach

wpisanych w ostatnie nq wierszy kolumny q,

wpisanych w ostatnie nq_4 wierszy kolumny g — 1,
wpisanych w pierwsze nq wierszy kolumny q — 1,
wpisanych w ostatnie ng_» wierszy kolumny g — 2,
wpisanych we wczedniejsze ng_1 wierszy kolumny g — 2,
wpisanych w pierwsze ng wierszy kolumny q — 2,
wpisanych w ostatnie ng,_3z wierszy kolumny g — 3,

... (kr6tko mowigc to podwojna indukcja)



Dowodzimy, ze B jest bazg V. Krok g.qg. Eliminacja A« , , dla egq), cee eﬁ,z).

@ Obktadamy obie strony (x) przeksztatceniem ¢9~'. Po prawej zeruje sie
wszystko poza kombinacjg elementow z ostatniej kolumny, czyli z Vg \ V4
(ktore zeruje dopiero ¢9), czyli mamy:

$7 (Agon - €7 + ..+ Agon, - €)= ¢971(¢) = 0.
¢




Dowodzimy, ze B jest bazg V. Krok g.qg. Eliminacja A« , , dla egq), cee eﬁ,z).

@ Obktadamy obie strony (x) przeksztatceniem ¢9~'. Po prawej zeruje sie
wszystko poza kombinacjg elementow z ostatniej kolumny, czyli z Vg \ V4
(ktore zeruje dopiero ¢9), czyli mamy:

$7 (Agon - €7 + ..+ Agon, - €)= ¢971(¢) = 0.
¢

@ Zatem ¢ € ker¢9 -1 = Vg, czyli{ = 0w Vy/ Vg1 = Vg, czyli c=0w ?q.



Dowodzimy, ze B jest bazg V. Krok g.qg. Eliminacja A« , , dla egq) eﬁ,z).

@ Obktadamy obie strony (x) przeksztatceniem ¢9~'. Po prawej zeruje sie
wszystko poza kombinacjg elementow z ostatniej kolumny, czyli z Vg \ V4
(ktore zeruje dopiero ¢9), czyli mamy:

69 (g0t - 6V + ...+ Agon, - 67) = 971 (¢) = 0.
¢

o Zatem ¢ € ker¢9' = V,_q,czyli ¢ = 0w Vy/ Vg1 = Vg, czyli¢ = 0w V.
@ A zatem mamy:



Dowodzimy, ze B jest bazg V. Krok g.qg. Eliminacja A« , , dla egq) eﬁ,z).

@ Obktadamy obie strony (x) przeksztatceniem ¢9~'. Po prawej zeruje sie
wszystko poza kombinacjg elementow z ostatniej kolumny, czyli z Vg \ V4
(ktore zeruje dopiero ¢9), czyli mamy:

69 (g0t - 6V + ...+ Agon, - 67) = 971 (¢) = 0.

¢
@ Zatem ¢ € ker¢9 -1 = Vg, czyli{ = 0w Vy/ Vg1 = Vg, czyli c=0w ?q.
@ A zatem mamy:
@ Ale @ eﬁ,g) to baza Vq, czyli

A(77071 == )‘(%Ovnq = 0



Dowodzimy, ze B jest bazg V. Krok g.q. Eliminacja A« , , dla egq), s eﬁ,z).

@ Obktadamy obie strony (x) przeksztatceniem ¢9~'. Po prawej zeruje sig
wszystko poza kombinacjg elementow z ostatniej kolumny, czyli z Vg \ V4
(ktore zeruje dopiero ¢9), czyli mamy:

69 (Ago1 - 6V + ... 4+ Agon, - 67) = 971 (¢) = 0.

¢
@ Zatem ¢ € ker¢9 -1 = Vg, czyli{ = 0w Vy/ Vg1 = Vg, czyli c=0w ?q.
@ A zatem mamy:
@ Ale @ eﬁ,g) to baza Vq, czyli

Aq7071 =...= )\q707nq =0.
A zatem kombinacja (x) nie zawiera elementéw B wpisanych do kolumny q.



Dowodzimy, Ze B jest baza V. Krok g-1.g-1. Eliminacja Ak, dla e{® ", ..., e,%Zj”.

@ W kombinaciji (x) nie ma elementéw B wpisanych do kolumny q.



Dowodzimy, ze B jest baza V. Krok g-1.g-1. Eliminacja A , , dla esq_”, e,(f; 11).
@ W kombinaciji (x) nie ma elementéw B wpisanych do kolumny q.

@ Obktadamy obie strony () przeksztatceniem ¢9-2. Po prawej zeruje sie
wszystko poza elementami 5 wpisanymi do g — 1-kolumny diag. Younga, czyli

(Z)\q 11,0 o(e +Z)\q 1,0,/ ° 9 1) T 2(p(CN)+¢My = 0. (x)



Dowodzimy, ze B jest baza V. Krok g-1.g-1. Eliminacja A , , dla esq_”, e,(f; 11).
@ W kombinaciji (x) nie ma elementéw B wpisanych do kolumny q.

@ Obktadamy obie strony () przeksztatceniem ¢9-2. Po prawej zeruje sie
wszystko poza elementami 5 wpisanymi do g — 1-kolumny diag. Younga, czyli

(Z)\q 11,0 o(e +Z)\q 1,0,/ ° 9 1) T 2(p(CN)+¢My = 0. (x)

@ Z definicji ¢(¢(@) + ¢ nalezy do V,_1, ale skoro zeruje sie na ¢972, to w
istocie nalezy do V,_o. Zatem w Vy_y mamy 0 = ¢/(¢(®) + ¢()



Dowodzimy, ze B jest baza V. Krok g-1.g-1. Eliminacja A , , dla esq_”, e,(f; 11).
@ W kombinaciji (x) nie ma elementéw B wpisanych do kolumny q.

@ Obktadamy obie strony () przeksztatceniem ¢9-2. Po prawej zeruje sie
wszystko poza elementami 5 wpisanymi do g — 1-kolumny diag. Younga, czyli

(Z)\q 11,0 o(e +Z)\q 1,0,/ ° 9 1) T 2(p(CN)+¢My = 0. (x)

@ Z definicji ¢(¢(@) + ¢ nalezy do V,_1, ale skoro zeruje sie na ¢972, to w
istocie nalezy do V,_o. Zatem w Vy_y mamy 0 = ¢/(¢(®) + ¢()
o Zatem () € ¢/(V,), czyli (M = 0. Ale ¢ to kombinaja liniowa elementéw

egqfﬂj egg 11) z bazy V1, stad \q_1,0, Sa zerami.




Dowodzimy, ze B jest bazg V. Krok g-1.g. Eliminacja A« dla qﬁ(eﬁq)) ¢(e,(1‘3)).
@ W kombinaciji (x) nie ma elementéw B wpisanych do kolumny gq.

@ Obktadamy obie strony () przeksztatceniem ¢9-2. Po prawej zeruje sie
wszystko poza elementami 5 wpisanymi do g — 1-kolumny diag. Younga, czyli

(Z)\q 11,0 o(e +Z)\q 1,0, ° 9 1) pT2(p(CN)+¢My = 0. (xx)

e Z definicji ¢(¢(@) + ¢ nalezy do V,_1, ale skoro zeruje sig na ¢972, to w
istocie nalezy do Vj_o. Zatem w Vy_y mamy 0 = ¢/(¢(®) + ¢()

o Zatem () € ¢/(V,), czyli (M = 0. Ale ¢ to kombinagja liniowa elementéw

egqfﬂj egg 11) z bazy V,_+, stad \q_1,0, Sa zerami.

@ Stad w (xx) mamy ¢9-1(¢(®) = 0, gdzie ¢(©) to kombinacja reprezentantéw

eﬁq), ef,Z), czyli postepujac jak w kroku g.q dostajemy: Aq_11,; = 0.

Wyellmlnowahsmy zatem z (x) wyrazy z g — 1-wszej kolumny.



Krok g-k.q-j. Eliminacja A« dla qﬁk*f(egq_j)), . ,¢k*/(e,(73:jj)) z kolumny q — k.

@ Dalej podwojna indukcja dla k,j. W kombinaciji () nie ma elementow 5B
wpisanych do kolumn g — k+1,..., 9. Zaczynamy od kroku g-k.g-k.



Krok g-k.g-j. Eliminacja A, dla qﬁk*f(eg N, ..ok (el (q N /') z kolumny q — k.

@ Dalej podwojna indukcja dla k,j. W kombinaciji () nie ma elementow 5B
wpisanych do kolumn g — k+1,..., 9. Zaczynamy od kroku g-k.g-k.

@ Obktadamy (x) ¢9-k—1, ktére zeruje wszystko poza kolumng g — k dajgc:
#HF T (D) 4+ o BT ) =,

gdzie ¢0) e lin(el® /... e,(f; /)) (ale wsp6tczynniki sg z kolumny g — k).



Krok g-k.g-j. Eliminacja A, dla qﬁk*f(eg ), oK (e (q ) /') z kolumny q — k.
@ Dalej podwojna indukcja dla k,j. W kombinaciji () nie ma elementow 5B
wpisanych do kolumn g — k+1,..., 9. Zaczynamy od kroku g-k.g-k.

@ Obkfadamy (x) p9-k=1_ ktore zeruje wszystko poza kolumng q — k dajac:

#HF T (D) 4+ o BT ) =,

gdzie ¢0) e lin(el® /... e,(f; /)) (ale wsp6tczynniki sg z kolumny g — k).

e Stad wywodzi sie, ze najpierw, ze (k) = 0 w Vg—k, czyli \g_k0,i = 0.



Krok g-k.g-j. Eliminacja A, dla qﬁk*f(eg ), oK (e (q ) /') z kolumny q — k.
@ Dalej podwojna indukcja dla k,j. W kombinaciji () nie ma elementow 5B
wpisanych do kolumn g — k+1,..., 9. Zaczynamy od kroku g-k.g-k.

@ Obkfadamy (x) p9-k=1_ ktore zeruje wszystko poza kolumng q — k dajac:

#HF T (D) 4+ o BT ) =,

gdzie ¢0) e lin(el® /... e,(f; /)) (ale wsp6tczynniki sg z kolumny g — k).

@ Stad wywodzi sig, ze najpierw, ze ﬁ —0w Vg—k, €zyli Ag—k0,i = 0.
@ Nastepnie w kroku g-k, g-k+1 (x) obktadamy ¢9—*, co sprawia, ze

o7 (ST + () = 0,

skad wywodzi sie ze (k-1 =0 w Vg—k+1, czyli A\g_k 1, = O...



Krok g-k.g-j. Eliminacja A, dla ¢k*f(eg N, ..ok (el (q N /') z kolumny q — k.

@ Dalej podwojna indukcja dla k,j. W kombinaciji () nie ma elementow 5B
wpisanych do kolumn g — k+1,..., 9. Zaczynamy od kroku g-k.g-k.

@ Obktadamy (x) ¢9-k—1, ktére zeruje wszystko poza kolumng g — k dajgc:
#HF T (D) 4+ o BT ) =,

gdzie ¢0) e lin(el® /... e,(f; /)) (ale wsp6tczynniki sg z kolumny g — k).

@ Stad wywodzi sig, ze najpierw, ze ﬁ —0w Vg—k, €zyli Ag—k0,i = 0.
@ Nastepnie w kroku g-k, g-k+1 (x) obktadamy ¢9—*, co sprawia, ze

o7 (ST + () = 0,

skad wywodzi sie ze (k-1 =0 w Vg—k+1, czyli A\g_k 1, = O...
@ ... i tak dalej: w g-k.g-j-tym kroku eliminujemy wspotczynniki Aq_x j; = 0, co
ostatecznie eliminuje q — k-tg kolumne. Dostajemy liniowg niezaleznos¢ 5.



Aby pokaza¢, ze B jest bazg wykazemy, ze |B| = dim V. Mamy:
Bl=q-ng+(q—1)-ng_1+...+2-m+ny =

k- dim Vj =

I
MQ

ik
X

k- dim Vi /¢'(Viyr) =

I
MQ

ES
Il
R

k- (dim Vi — dim ¢/ (Vi 14)) =

I
MQ

=
i

k - (dim Vi — dim Vi41).

I
MQ

>
Il
R

przy czym w ostatniej rownosci korzystaliSmy z faktu, ze ¢’ to monomorfizm.



Nietrudno sprawdzi¢, ze zachodzi rownos¢:
q q

> k(ak—ak1) =Y ak—q- ags1,
k=1 k=1

zatem skoro w naszej konwencji ag1 = 0 (bo 7(, = V), to

Zdlm Vk —dim Vi_y = dim V5 — dim Vg = dim V.
k—1



Nietrudno sprawdzi¢, ze zachodzi rownos¢:
q q

> k(ak—ak1) =Y ak—q- ags1,
k=1 k=1

zatem skoro w naszej konwencji ag1 = 0 (bo 7(, = V), to

k=1
q
= Zdim Vk —dim Vi_y = dim V5 — dim Vg = dim V.

A zatem B to uktad liniowo niezalezny w V oraz |B| = dim V, czyli jest to baza.
Twierdzenie Jordana jest udowodnione.



Whiosek
Jesli ¢ jest endomorfizmem o wielomianie charakterystycznym

wo(A) = (A —a)l - (A —ak)k

oraz dla1 < i < k zbiér B, jest bazg Jordana endomorfizmu ¢ — a;id obcietego do
swojej podprzestrzeni pierwiastkowej Vo, to uktad

B=(Bi,...,Bx)

jest bazg Jordana endomorfizmu ¢.

Dowdd.

@ Baza Jordana ¢ — a;id obcigtego do swojej podprzestrzeni pierwiastkowej Vg
to baza Jordana ¢ obcigtego do swojej podprzestrzeni pierwiastkowej V],

@ Teza wynika zatem z twierdzenia o rozktadzie na podprzestrzenie
pierwiastkowe, czyli rozktadu ¢-niezmienniczego V = Vi3 & ... ® V5,



Whiosek

Niech A € M,(K) i niech a bedzie wartoScig wtasng macierzy A. Dla kazdego
m=1,2,...niech gn = r((A—al)™ ") — r((A— al)™). Wowczas jesli B € Mp(K)
jest macierzg w postaci Jordana podobng do A, to w macierzy B:

(1) Suma rozmiarow klatek odpowiadajgcych a to jej krotnos¢ algebraiczna.

(2) Liczba klatek Jordana wymiaru > m, odpowiadajgcych a wynosi qm,

(3) Liczba klatek Jordana wymiaru m, odpowiadajgcych a wynosi gm — gm1-




Whniosek

Niech A € M,(K) i niech a bedzie wartoScig wtasng macierzy A. Dla kazdego
m=1,2,...niech gn = r((A—al)™ ") — r((A— al)™). Wowczas jesli B € Mp(K)
jest macierzg w postaci Jordana podobng do A, to w macierzy B:

(1) Suma rozmiarow klatek odpowiadajgcych a to jej krotnos¢ algebraiczna.
(2) Liczba klatek Jordana wymiaru > m, odpowiadajacych a wynosi gpm,
(3) Liczba klatek Jordana wymiaru m, odpowiadajgcych a wynosi gm — gm1-

Dowdd. Obserwacja — jesli macierze A i B sg podobne, to dla kazdego k macierze
(A — al)X oraz (B — al)¥ sg podobne. Zatem r(A — al)k = r(B — al)k.



Whiosek

Niech A € M,(K) i niech a bedzie wartoScig wtasng macierzy A. Dla kazdego
m=1,2,...niech gn = r((A—al)™ ") — r((A— al)™). Wowczas jesli B € Mp(K)
jest macierzg w postaci Jordana podobng do A, to w macierzy B:

(1) Suma rozmiarow klatek odpowiadajgcych a to jej krotnos¢ algebraiczna.

(2) Liczba klatek Jordana wymiaru > m, odpowiadajgcych a wynosi qm,

(3) Liczba klatek Jordana wymiaru m, odpowiadajgcych a wynosi gm — gm1-

Dowdd. Obserwacja — jesli macierze A i B sg podobne, to dla kazdego k macierze
(A — al)X oraz (B — al)¥ sg podobne. Zatem r(A — al)¥ = r(B — al)X. Z drugiej
strony niech J; = M(qﬁ)gi bedzie macierza w postaci Jordana, gdzie 7' to baza
Jordana opisana w dowodzie twierdzenia wyze;.



Whiosek

Niech A € M,(K) i niech a bedzie wartoScig wtasng macierzy A. Dla kazdego
m=1,2,...niech gn = r((A—al)™ ") — r((A— al)™). Wowczas jesli B € Mp(K)
jest macierzg w postaci Jordana podobng do A, to w macierzy B:

(1) Suma rozmiarow klatek odpowiadajgcych a to jej krotnos¢ algebraiczna.

(2) Liczba klatek Jordana wymiaru > m, odpowiadajacych a wynosi gpm,

(3) Liczba klatek Jordana wymiaru m, odpowiadajgcych a wynosi gm — gm1-

Dowdd. Obserwacja — jesli macierze A i B sg podobne, to dla kazdego k macierze
(A — al)X oraz (B — al)¥ sg podobne. Zatem r(A — al)¥ = r(B — al)X. Z drugiej
strony niech J; = M(qﬁ)gi bedzie macierzg w postaci Jordana, gdzie 7’ to baza
Jordana opisana w dowodzie twierdzenia wyzej. Wowczas suma rozmiaréw klatek
Ji odpowiadajgcych ato dim V. Natomiast liczba klatek rozmiaru > m to suma

dimV:m—i—...—i-dim?q.



Mamy:

q _ g—1
> dim Vi =dim V —dim Vg_y + > dim Vie/¢/(Viesq) =
k=m k=m
q—1
=dim V —dim V,_4 + Z dim Vi — dim Vy 1 =
k=m
=dim V —dim V,_4 +dim7m—dim7q:
=dim V —dim Vy_4 +dim Vp, —dim Vj_y —dim V +dim V¢ =
=dimVy —dimV,_1 =
= dim ker(¢ — aid)™ — dim ker(¢ — aid)™! =
= (dim V — dimim(¢ — aid)™) — (dim V — dimim(¢ — aid)™ ') =
= dimim(¢ — aid)™! — dimim(¢ — aid)™ =
=r((A—ah™ ") - r((A—al)™ = gnm.



Aby dokonczy¢ dowdd nalezy rozwigzac nastepujace zadanie.

Jedli A, B € My(K) sa w postaci Jordana i dla kazdego A € K oraz m mamy:

r(A—= X" =r(B- )",

to macierze A, B sg podobne i r6znig sie co najwyzej kolejnoscia klatek.




Aby dokonczy¢ dowdd nalezy rozwigzac nastepujace zadanie.

Jedli A, B € My(K) sa w postaci Jordana i dla kazdego A € K oraz m mamy:

r(A—= X" =r(B- )",

to macierze A, B sg podobne i r6znig sie co najwyzej kolejnoscia klatek.

Idea dowodu:

@ Jesdli X jest macierza blokowo diagonalng, to X* jest takze
blokowo-diagonalna i o klatkach bedacych k-tymi potggami klatek X.

@ Rzad macierzy blokowo-diagonalnej to suma rzeddéw poszczegdlnych klatek.
Latwo policzy¢ rzad potegi klatki Jordana.

@ Jesli Ji J sg w postaci Jordana i r6znig sie tylko kolejnoscig klatek, to tatwo
znalez¢ (blokowg) macierz odwracalng C, ze C~1JC = J'.



Przyktad. Wezmy A € M;g(R) postaci:

0 0 01
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3,bo A—[to:

16 — 13

Dlaa=1mamy g = r((A—1°) —r((A- 1)’

o O+~ O
o~ OO
— O OO

o O O o

o~ O
— O O

o O o
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o~ QA
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13— 11 =2, bo (A — 1)? to:

Dlaa=1mamy g, = r((A— ") — r((A— 1))

O+~ OO
— O O O
o O oo

o O oo

— O O
o O O

o O o

o~
o~ O

< © O

o~ o <t
~ < O

< © O
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Dlaa=1mamy gs =r((A—1N?) —r((A- 1)} =13 -11 =2,bo (A— /) to:

- O O O
o O oo
o O oo

o O oo

o O o
o O o

o O o

0~ o~ 0
~ 0 O

0 © O©

o~ 00

o~ 00 O

0 O O

o~ 0
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Dla a =3 mamy g; = r((A—3/°) — r((A—3/))' =16 — 13 = 3, bo A — 3/ to:

-2 1 0 O
o -2 1 0
0o o0 -2 1

0O 0 0 -2

o O O
o O =
o = O

o O o
o O =
o =+ O

o o
o -



Jesli macierze A, B € M,(K) mozna sprowadzi¢ nad K do postaci Jordana, to
nastepujgce warunki sg rbwnowazne:

@ A jest podobna do B,

@ dla kazdego X € K oraz mmamy: r(A— X" = r(B—X)".

| A\

Whniosek - twierdzenie
Jedli K jest ciatem algebraicznie domknietym i A, B € M,(K) to nastepujace
warunki sg rownowazne:

@ A jest podobna do B,

@ dla kazdego A € K oraz mmamy: r(A— X)" = r(B — XI)".

A




Otrzymalismy:
@ twierdzenie Jordana dla endomorfizmu triangularyzowalnego,
@ twierdzenie o rozktadzie na sume prostg podprzestrzeni cyklicznych
w przypadku, gdy endomorfizm jest nilpotentny (twierdzenie dziata dla
dowolnego endomorfizmu triangularyzowalnego: dowdéd - cwiczenie),
@ algorytm wyznaczania bazy Jordana endomorfizmu triangularyzowalnego,

@ klasyfikacje macierzy z doktadnoscig do podobienstwa nad ciatem
algebraicznie domknietym.



Otrzymalismy:
@ twierdzenie Jordana dla endomorfizmu triangularyzowalnego,

@ twierdzenie o rozktadzie na sume prostg podprzestrzeni cyklicznych
w przypadku, gdy endomorfizm jest nilpotentny (twierdzenie dziata dla
dowolnego endomorfizmu triangularyzowalnego: dowdéd - cwiczenie),

@ algorytm wyznaczania bazy Jordana endomorfizmu triangularyzowalnego,

@ klasyfikacje macierzy z doktadnoscig do podobienstwa nad ciatem
algebraicznie domknietym.

Co dalej?

@ problem podobienstwa macierzy nad ciatami niealgebraicznie domknigtymi,
@ jeszcze troche o rozktadach — m.in. twierdzenia Jordana-Chevalleya.



