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Definicja
Pare (X, d), gdzie X to niepusty zbior, zas d : X x X — [0, o) jest funkcjg
nazywamy przestrzenig metryczna, jesli spetnione sg nastepujace zatozenia:
@ d(x,y) =0« x =y, dlakazdych x,y € X,
@ d(x,y)=d(y, x), dla kazdych x, y € X,
@ d(x,z) <d(x,y)+d(y,z),dakazdych x,y,z € X.
Funkcje d nazywamy metryka lub odlegtoscia na zbiorze X.




Definicja
Pare (X, d), gdzie X to niepusty zbior, zas d : X x X — [0, o) jest funkcjg
nazywamy przestrzenig metryczna, jesli spetnione sg nastepujace zatozenia:
@ d(x,y) =0« x =y, dlakazdych x,y € X,
@ d(x,y)=d(y, x), dla kazdych x, y € X,
@ d(x,z) <d(x,y)+d(y,z),dakazdych x,y,z € X.
Funkcje d nazywamy metryka lub odlegtoscia na zbiorze X.

Przykiady (zachecam do wyszukania w Sieci: ,Okregi w réznych przestrzeniach metrycznych").

@ metryka euklidesowa na X = R?:

d((x1, x2), (11 ¥2)) = \/ (1 — %1% + (y2 — X )2.
@ metryka takséwkowa na X = R?:
d((x1,x2), (V1. ¥2)) = X1 = y1| + [X2 — ya|.




Definicja
Pare (X, d), gdzie X to niepusty zbior, zas d : X x X — [0, o) jest funkcjg
nazywamy przestrzenig metryczna, jesli spetnione sg nastepujace zatozenia:
@ d(x,y) =0« x =y, dlakazdych x,y € X,
@ d(x,y)=d(y, x), dla kazdych x, y € X,
@ d(x,z) <d(x,y)+d(y,z),dakazdych x,y,z € X.
Funkcje d nazywamy metryka lub odlegtoscia na zbiorze X.

Definicja

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczna. Ciag (x,) elementéw z (X, d)
nazywamy zbieznym do punktu x € X, ozn. nli_)m Xn = X, jesli dla kazdego € > 0
istnieje N € N takie, ze dla kazdego n > N zachodzi

| \

d(xn, X) < e.

A




Definicja
Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczna.

@ Ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej X nazywamy ciag (x,) taki,
ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje N € N takie, ze dla kazdych ny,n, > N:

d(Xn,, Xn,) < €.

@ Ciagi Cauchy’ego (xn), (¥n) W przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy
rownowaznymi, ozn. (x,) ~ (¥n), jesli

nlL)rT(;o d(Xn, yn) = 0

@ Przestrzen metryczng nazywamy zupetna, jesli kazdy cigg Cauchy’ego ma
W niej granice.?

Wiadomo, ze Q z metryka d(x, y) = |x — y| nie jest zupetna.




Norma na ciele K nazywamy odwzorowanie ||, || : K — [0, oo) spetniajace:
@ |[x|]| =0« x =0, dla kazdego x € K,
o |lxy| = |IxI - llyl, dla kazdych x,y € K,
® [Ix +yl[l < [Ix|[ + [yl dla kazdych x,y € K.




Norma na ciele K nazywamy odwzorowanie ||, || : K — [0, oo) spetniajace:
@ |[x|]| =0« x =0, dla kazdego x € K,
o |xy| = IIx]| - |lyl, dla kazdych x, y € K,
o [x+yl| < ||| +[lyll dla kazdych x,y € K.

Przyktady:
@ Norma trywialna ||, || na ciele K, czyli: ||0|| =0 oraz ||x| =1, dla x # 0.
@ Na ciatach skonczonych jest tylko trywialna norma (dlaczego?).
@ Na Q,R,C mamy normy |/ x|| = |x|, gdzie |x| jest modutem.

@ Na ciele funkcji wymiernych R(x) dla kazdego wielomianu nierozktadalnego p
stopnia > 1 mamy norme ||f|| = 27", gdzie n jest takie, ze:

(x) = p(x)"- i’Eiii NWD(g(x). p(x)) = NWD(h(x). p(x)) = 1.



Norma na ciele K nazywamy odwzorowanie ||, || : K — [0, oo) spetniajace:
@ |[x|]| =0« x =0, dla kazdego x € K,
o |lxy| = |IxI - llyl, dla kazdych x,y € K,
@ [|x+yl| < lIx[[ + [y, dla kazdych x,y € K.

Proste obserwacije wynikajgce z definicji normy: dla kazdych x, y € K mamy:

=1, dixlf =1 =xIl, [Ix/yll = [Ix[l/llyll (gdy y # 0),
Ix £yl =[xl = 1yI lx =yl < lixIl =+ [y,



Norma na ciele K nazywamy odwzorowanie ||, || : K — [0, oo) spetniajace:
@ |[x|]| =0« x =0, dla kazdego x € K,
o |xy| = IIx]| - |lyl, dla kazdych x, y € K,
o [x+yl| < ||| +[lyll dla kazdych x,y € K.

Proste obserwacije wynikajgce z definicji normy: dla kazdych x, y € K mamy:

=1, dixlf =1 =xIl, [Ix/yll = [Ix[l/llyll (gdy y # 0),
Ix £yl =[xl = 1yI lx =yl < lixIl =+ [y,

Niech K bedzie ciatem z normg ||.||. Funkcja d : K x K — [0, c0) dana wzorem

dix,y)=Ilx—yl
jest metryka na K. Méwimy, ze jest to metryka indukowana przez norme ||.||.



Definicja
Niech p bedzie dowolng liczbg pierwsza, zas z — liczbg catkowita.
@ Przez v,(z) oznaczamy najwigksze n catkowite takie, ze

p"z,
zwane wyktadnikiem p-adycznym liczby z.
@ Jeslix = 4, gdzie a,b € Z, b # 0, to okre$lamy:
vo(x) = V(@) — vp(b).

@ Norma p-adyczng nazywamy funkcje |.|, : Q@ — [0, co) okredlong wzorem:

0 ,x=0.

—Vp(x)
wolp xo




Przyktady obliczen:

o |2, =272() =3,
0 3z =270 =1,
o |4 =272 =1
o |18, — | Z|, — 2@ twl-7) — 27 — 1 /128,

@ |18,23|3 =1/27, bo 13+ 3 100 1130203 = 31364(39‘



Przyktady obliczenh:

o |2|2 = 2_‘/2(2) = %,
° [3p=27"0) =1,
® |4y =272 = J,
° |- 128| — ,27|2 2—v2(2)+va(=7) _ -7 _ 1/128.

@ |18,23|3 =1/27, bo 13+ 3 100 1130203 = 3136469‘

Cwiczenie dla (samodzielnego) upewnienia sie, ze wszystko jest jasne.

Niech 0 # x € QQ, wowczas jesli przez P oznaczymy zbior wszystkich (dodatnich)

liczb pierwszych, to

x| - T Ixlp = 1.

peP




Norma p-adyczna jest normg na Q. I




Norma p-adyczna jest normg na Q. I

Dowdd. Jest jasne, ze | x|, > 0 przy czym réwnos¢ zachodzi tylko dla x = 0.




Norma p-adyczna jest normg na Q. l

Dowdd. Jest jasne, ze | x|, > 0 przy czym réwnos¢ zachodzi tylko dla x = 0.

@ Niech: x = pam,y — P Pl gdzie p jest pierwsza oraz p{r,s,m,n € Z.
_ p by

Wowczas xy = oraz pt mr, ns, czyli |xy|p = p~ (@0 = |x|p|y|p.



Norma p-adyczna jest normg na Q. \

Dowdd. Jest jasne, ze | x|, > 0 przy czym réwnos¢ zachodzi tylko dla x = 0.

@ Niech: x = pam,y — P Pl gdzie p jest pierwsza oraz p{r,s,m,n € Z.
| gt

Wowczas xy = oraz pt mr, ns, czyli |xy|p = p~ (@0 = |x|p|y|p.
@ Bez straty ogolnosm mozemy zatozyé, ze a< bi wtedy:

p3(sm + p°~2nr)
ns

<p?=|xlp.
p

Innymi stowy otrzymujemy, ze: |x + y|p < max{|X|p, |V|p} < [X]|p + |¥]p-

X+ Ylp =



Norma p-adyczna jest normg na Q. \

Dowdd. Jest jasne, ze | x|, > 0 przy czym réwnos¢ zachodzi tylko dla x = 0.

@ Niech: x = pam .y = BT gdzie p jest pierwsza oraz ptr,s,mnc¢cZ.

Wowczas xy = & L oraz pt mr, ns, czyli |xy|p = p~ (@0 = |x|p|y|p.

@ Bez straty ogolnosm mozemy zatozy¢, ze a < b i wtedy:

p?(sm + p°~2nr)
ns

X+ Ylp = <p % =x[p.

p
Innymi stowy otrzymujemy, ze: |x + y|p < max{|X|p, |V|p} < [X]|p + |¥]p-

Norme ||.|| na ciele K nazywamy niearchimedesowska, jesli spetnia
Ix + || < max(||x]|, |y), dla dowolnych x, y € K.




Powiemy, ze metryki d;, d> sa rbwnowazne na zbiorze X, jesli ciag (x,)
elementéw z X jest Cauchy’ego wzgledem d; wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciggiem
Cauchy’ego wzgledem db. Méwimy, ze normy ||| i |.|| sa rOwnowazne na w
ciele K, jesli indukujg réwnowazne metryki.




Powiemy, ze metryki d;, d> sa rbwnowazne na zbiorze X, jesli ciag (x,)
elementéw z X jest Cauchy’ego wzgledem d; wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciggiem
Cauchy’ego wzgledem db. Méwimy, ze normy ||| i |.|| sa rOwnowazne na w
ciele K, jesli indukujg réwnowazne metryki.

Przyktad. Na ciele Q zadna z norm |.|, jest rownowazna formie |.|, bo cigg
xn = p" jest ciggiem Cauchy’ego wzgledem |.|,, ale nie wzgledem |.|. Takze jesli
p1 # p2 sa liczbami pierwszymi, to ciag x, = (p1/p2)" spetia:

‘Xn|p1 — 0, ’Xn|p2 — OQ.



Powiemy, ze metryki d;, d> sa rbwnowazne na zbiorze X, jesli ciag (x,)
elementéw z X jest Cauchy’ego wzgledem d; wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciggiem
Cauchy’ego wzgledem db. Méwimy, ze normy ||| i |.|| sa rOwnowazne na w
ciele K, jesli indukujg réwnowazne metryki.

Przyktad. Na ciele Q zadna z norm |.|, jest rownowazna formie |.|, bo cigg
xn = p" jest ciggiem Cauchy’ego wzgledem |.|,, ale nie wzgledem |.|. Takze jesli
p1 # p2 sa liczbami pierwszymi, to ciag x, = (p1/p2)" spetia:

‘Xn|p1 — 0, ’Xn|p2 — OQ.

Twierdzenie Ostrowskiego

Kazda nietrywialna norma na Q jest rownowazna jednej z norm |.|p lub |.|.

Dowdd mozna znalezé w Lekturze nieobowigzkowej 10.



Twierdzenie

Niech K bedzie ciatem z norma ||.||. Przez K oznaczamy zbidr klas rownowaznych
ciggow Cauchy’ego na K postaci [(x,)], gdzie

[(an)] = [(bn)] & (@n) ~ (bn) < lim_{|@n — bs|| = O.

Dla k € K niech k bedzie ciggiem stale rownym k. Wowczas na K okreslona jest
struktura ciata z dziataniami:

[(@n)] + [(bn)] = [(an + bn)],  [(@n)] - [(bn)] = [(anbn)],

gdzie elementem zerowym jest [5], zas$ jedynka jest [T].




Twierdzenie

Niech K bedzie ciatem z norma ||.||. Przez K oznaczamy zbidr klas rownowaznych
ciggow Cauchy’ego na K postaci [(x,)], gdzie

[(an)] = [(bn)] & (@n) ~ (bn) < lim_{|@n — bs|| = O.

Dla k € K niech k bedzie ciggiem stale rownym k. Wowczas na K okreslona jest
struktura ciata z dziataniami:

[(@n)] + [(bn)] = [(an + bn)],  [(@n)] - [(bn)] = [(anbn)],

gdzie elementem zerowym jest [5], zas$ jedynka jest [T].

Dowod. Prostym (cho¢ nieco zmudnym) ¢wiczeniem jest sprawdzenie, ze
dziatania +, - sg dobrze okreslone na K, tzn. jesli (a5) ~ (¢n), (bn) ~ (dp), to:

[(an + cn)] = [(bn + dn)],  [(@ncn)] = [(bndh)].



Dowdd istnienia odwrotno$ci niezerowego elementu w K (na K jest norma ||.||).



Dowdd istnienia odwrotno$ci niezerowego elementu w K (na K jest norma ||.|).

@ Wezmy taki ciag Cauchy’ego (an), ze ||an|| /A 0. Wbowczas istnieje liczba
dodatnia c oraz liczba catkowita dodatnia N, ze dla n > N mamy ||an| > c.



Dowdd istnienia odwrotnosci niezerowego elementu w K (na K jest norma I1-11)-
@ Wezmy taki ciag Cauchy’ego (an), ze ||an|| /A 0. Wbowczas istnieje liczba
dodatnia c oraz liczba catkowita dodatnia N, ze dla n > N mamy ||an| > c.
@ Okreslamy ciag
0, 1<n<N-1
bn — 1 .
a,, n>N



Dowdd istnienia odwrotnosci niezerowego elementu w K (na K jest norma 1-11)-
@ Wezmy taki ciag Cauchy’ego (an), ze ||an|| /A 0. Wbowczas istnieje liczba
dodatnia c oraz liczba catkowita dodatnia N, ze dla n > N mamy ||an| > c.
@ Okreslamy ciag
0, 1<n<N-1
bn — 1 .
a,, n>N
@ Ciag (an) jest Cauchy’ego oraz dla n,m > N mamy:
|am — an|| < |am — an||

1 —1
0< ||bm _ an = ||am — ap H = HamH . ||anH - c2

I

czyli ciag (bn) tez jest Cauchy’ego.



Dowdd istnienia odwrotnosci niezerowego elementu w K (na K jest norma 1-11)-
@ Wezmy taki ciag Cauchy’ego (an), ze ||an|| /A 0. Wbowczas istnieje liczba
dodatnia c oraz liczba catkowita dodatnia N, ze dla n > N mamy ||an| > c.
@ Okreslamy ciag
0, 1<n<N-1
bn — 1 .
a,, n>N
@ Ciag (an) jest Cauchy’ego oraz dla n,m > N mamy:
|am — an|| < |am — an||

—1 —1
0<|lbm—bnll=llan —a, || =

lamll - llanl| = ¢’
czyli ciag (bn) tez jest Cauchy’ego.
@ Oczywiscie mamy
an)] - [(cn)] = [(ancn)] = [(0,...,0,1,1,...)],
[(@n)] - [(cn)] = [(ancn)] = [( - )]

co znaczy, ze [(an)] - [(¢n)] = [1]-



Niech K bedzie ciatem z norma ||, || i niech (an) bedzie ciggiem Cauchy’ego w K.
Woéwczas:

@ Ciag ||an|| jest zbiezny.
@ Jesli (by) ~ (an), to lim [lan|| = lim | bnl|.
n—oo n—oo




Niech K bedzie ciatem z norma ||, || i niech (an) bedzie ciggiem Cauchy’ego w K.
Woéwczas:

@ Ciag ||an|| jest zbiezny.
@ Jesli (by) ~ (an), to lim ||an|| = lim ||bnl.
n—oo n—oo

Dowdd.
@ Mamy:
[ lanll = llamll | < lan — am||-
CO 0znacza, ze ciag ||an|| jest ciagiem Cauchy’ego w R, czyli ciggiem
zbieznym.

@ Jedli (by) ~ (an), to:
0 < lim [|lan|l = ||bnll| < lim ||@a, — byl| = 0.
n—oo n—oo



Twierdzenie - éwiczenie (argumenty sg te same co na AM |)
Niech K bedzie ciatemi ||.|| — norma na K. Wéwczas:

@ na ciele K okreslona jest norma ||.|| dana wzorem:

@)l = Jim ]l




Twierdzenie - éwiczenie (argumenty sg te same co na AM |)
Niech K bedzie ciatemi ||.|| — norma na K. Wéwczas:

@ na ciele K okreslona jest norma ||.|| dana wzorem:
(@il = lim [lal,

@ przy utozsamieniu k € K — [?] ciato K traktowaé mozna jako gesty podzbiér
w K, tzn. dla kazdego [(a,)] € K i dla kazdego ¢ > 0 istnieje k € K takie, ze

lan] — [K]l| < e,
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@ przy utozsamieniu k € K — [?] ciato K traktowaé mozna jako gesty podzbiér
w K, tzn. dla kazdego [(a,)] € K i dla kazdego ¢ > 0 istnieje k € K takie, ze
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@ przestrzen Kz metryka wyznaczong przez norme ||.|| jest zupetna,




Twierdzenie - éwiczenie (argumenty sg te same co na AM |)
Niech K bedzie ciatemi ||.|| — norma na K. Wéwczas:
@ na ciele K okreslona jest norma ||.|| dana wzorem:

@)l = Jim ]l

@ przy utozsamieniu k € K — [?] ciato K traktowaé mozna jako gesty podzbiér
w K, tzn. dla kazdego [(a,)] € K i dla kazdego ¢ > 0 istnieje k € K takie, ze

lan] — [K]l| < e,

@ przestrzen K z metryka wyznaczona przez norme |.|| jest zupetna,
® jesli lim Ay =[(an)], lim By = [(by)], dla pewnych Ay, Bn,[(an)], [(bn)] € K,
to
[(an)] + [(bn)] = Jim. An+ Bn,  [(an)] - [(bn)] = Jim An - Bn.




Niech Q bedzie ciatem z metryka wyznaczong przez norme p-adyczna. Wowczas
ciato Q nazywamy ciatem liczb p-adycznych, ozn. Qp.




Niech Q bedzie ciatem z metryka wyznaczong przez norme p-adyczna. Wowczas
ciato Q nazywamy ciatem liczb p-adycznych, ozn. Qp.

Podstawowe twierdzenie

Dla0 < me Zniechd_p,...,dy,ds,...beda nieujemnymi liczbami catkowitymi
mniejszymi niz p, przy czym d_, > 0. Rozwazmy szereg:

dmp "+ A ™ Lt do+dip PP (%),

Wobweczas:

@ sumy czedciowe szeregu (x) tworzg cigg Cauchy’ego w Q (wzgledem |.|p),

@ dla kazdego elementu A € Q, istnieje doktadnie jeden reprezentujgcy go cigg
Cauchy’ego (A)), ktérego wyrazami sg sumy czesciowe szeregu typu (x).




Dowdéd.

Sumy czesciowe (x) tworzg cigg Cauchy’ego wzgledem normy |.|, bo dla
kazdego e > 0 mozna wskazaé N takie, ze p~N < ¢, idla k > n > N mamy:

k n
> dp' - > dip; Z d,p

i=—m i=—m i=n+1

< max dp’ < P N
n<i<k| ! |p -
P



Dowdéd.

Sumy czesciowe (x) tworzg cigg Cauchy’ego wzgledem normy |.|, bo dla
kazdego e > 0 mozna wskazaé N takie, ze p~N < ¢, idla k > n > N mamy:

k n
> dp' - > dip; Z d,p

i=—m i=—m i=n+1

< max dpl < P N
n<i<k| ! |p -
p

Dowdd jednoznacznosci rozwinigcia w szereg () rozpoczniemy od Q.

Lemat podstawowy

Jesli x € Q oraz |x|, < 1, to dla kazdego catkowitego i > 1 istnieje doktadnie
jedna liczba liczba catkowita x; € {0,1,2,...,p' — 1} taka, ze |x; — x|p < p~’

Idea: liczba x oraz x; majg te same i cyfr (od prawej) postaci
di = Xj11 —x; € {0,1,...,p— 1} (gdzie dy = xy) w tym, co nazwiemy za kilka
slajdéw rozwinigciem p-adycznym x (jak juz wykazemy zbiezno$c¢ (x)).



Dowdd Lematu Podstawowego. Niech x € Q oraz |x|p < 1, to dla' kazdego i
istnieje doktadnie jedna liczba liczba catkowita x; € {0,1,2,...,p' — 1} taka, ze
X = X|p<p~".



Dowdd Lematu Podstawowego. Niech x € Q oraz |x|p < 1, to dIa' kazdego i
istnieje doktadnie jedna liczba liczba catkowita x; € {0,1,2,...,p' — 1} taka, ze
X = X|p<p~".
@ Niech x = a/b, gdzie NWD(a, b) = 1. Skoro |a/b|p, < 1, to
NWD(b, p') = 1.



Dowdd Lematu Podstawowego. Niech x € Q oraz |x|p < 1, to dIa' kazdego i
istnieje doktadnie jedna liczba liczba catkowita x; € {0,1,2,...,p' — 1} taka, ze
X = X|p<p~".
@ Niech x = a/b, gdzie NWD(a, b) = 1. Skoro |a/b|p, < 1, to
NWD(b, p') = 1.

@ Z lematu Bezout istniejg m,n € Z, ze mb + np’ = 1.



Dowdd Lematu Podstawowego. Niech x € Q oraz |x|p < 1, to dIa' kazdego i
istnieje doktadnie jedna liczba liczba catkowita x; € {0,1,2,...,p' — 1} taka, ze
X = X|p<p~".

@ Niech x = a/b, gdzie NWD(a, b) = 1. Skoro |a/b|p, < 1, to

NWD(b, p') = 1.
@ Z lematu Bezout istniejg m,n € Z, ze mb+np' = 1.
@ Niech y; = am. Wéwczas:
Yi — X|p = |am — a/blp = [a/blp - [mb — 1],
<|mb—1lp=|nplp = |nlp-p~ < p~.



Dowdd Lematu Podstawowego. Niech x € Q oraz |x|p < 1, to dIa' kazdego i
istnieje doktadnie jedna liczba liczba catkowita x; € {0,1,2,...,p' — 1} taka, ze
X = X|p<p~".
@ Niech x = a/b, gdzie NWD(a, b) = 1. Skoro |a/b|p, < 1, to
NWD(b, p') = 1.
@ Z lematu Bezout istniejg m,n € Z, ze mb+np' = 1.
@ Niech y; = am. Wéwczas:
¥i = X|p = |am — a/blp = |a/blp - [mb —1]p
< mb—1]p=|npllp = [nlp-p~" < p~".
@ Korzystajac z nierownosci |x + y|p < max{|x|p, |y|p}, prawdziwej dla kazdych
X,y € Q mozemy dodac¢ do y; catkowitg wielokrotno$¢ p' i dzieki szacowaniu
v+ sp’ — X|p < max{|y; — x|p, |sP'|p} < p".
dostac jedyna liczbe catkowitg x; pomiedzy 0 a p/, dla ktérej |x; — x|p < p~'.



Przechodzimy do dowodu jednoznaczno$ci rozwinigcia w szereg (x) dla Qp..

Twierdzenie

Kazdy element A € Qp 0 wiasnosci |A|, < 1 reprezentowany jest przez doktadnie
jeden cigg Cauchy’ego (A;) o wyrazach catkowitych spetniajacy A = [(A;)] oraz:
() 0<A <p,dlai=1,2,...
(i) Ai= Ay modp,dlai=1,2,....




Przechodzimy do dowodu jednoznaczno$ci rozwinigcia w szereg (x) dla Qp..

Twierdzenie

Kazdy element A € Qp 0 wiasnosci |A|, < 1 reprezentowany jest przez doktadnie
jeden cigg Cauchy’ego (A;) o wyrazach catkowitych spetniajacy A = [(A;)] oraz:
() 0<A <p,dlai=1,2,...
(i) Ai= Ay modp,dlai=1,2,....

Gdy A € Qp spetnia |A|, < 1, wowczas wygodnie jest przedstawiac wyrazy ciagu
(A;) okreslonego w sformutowaniu twierdzenia formutami A; = ap + ... + di_ip~1,
gdzie wszystkie d; € {0,1,...,p — 1}. Wlasnos¢ A;. 1 = A; mod p' daje nam:

At =do+dip+...+di1p~" +dp',
Jest wiec sens przedstawia¢ A w postaci szeregu zbieznego w |.|, postaci:

A= Z dnpn7 (T)
n=0



Przechodzimy do dowodu jednoznaczno$ci rozwinigcia w szereg (x) dla Qp..

Twierdzenie

Kazdy element A € Qp 0 wiasnosci |A|, < 1 reprezentowany jest przez doktadnie
jeden cigg Cauchy’ego (A;) o wyrazach catkowitych spetniajacy A = [(A;)] oraz:
() 0<A <p,dlai=1,2,...
(i) Ai= Ay modp,dlai=1,2,....

Jesli |Alp, > 1, wtedy mnozymy A przez potege p rowng |A|, i dostajac liczbe
p-adyczng postaci A’ = Ap™, gdzie |A'|, = 1. Mozemy wiec napisaé:

A= 3 dp", (i)

n=—m

gdzie d_p, # 0.



Niech A € Qp. Wowczas:

@ jesli |A|p < 1 oraz A jest opisana jednoznacznie szeregiem (), to
przedstawienie
A=...dp...dodidy

nazywamy (kanonicznym) rozwinieciem p-adycznym liczby A.

@ jesli |A|p > 1 oraz A jest opisana jednoznacznie szeregiem (ft), to
przedstawienie:
A=...dy...0dbdi0p,d_1...d_n

nazywamy (kanonicznym) rozwinieciem p-adycznym liczby A.

Uwaga. Rozwinigcie p-adyczne jest jednoznaczne. Jest to oczywiscie kontrast do
sytuacji z rozwinigciami nad R.



Dowdd tego, ze kazdy element A € Q, 0 wtasnosci |A|, < 1 reprezentowany jest
przez doktadnie jeden ciag Cauchy’ego (A;) w (Q, |.|p) spetniajacy:
A€eZ,0<A<p,dlai=1,2,...orazAi=A,1modp,dlai=1,2,...
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@ Niech cigg Cauchy’ego (b;) reprezentuje element A € Qp, gdzie |Ajp < 1.
Oczywiscie nli_)m |bilp = |Alp < 1, wiec mozna zakfadac, ze |b;|p < 1.
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Oczywiscie nli_)m |bilp = |Alp < 1, wiec mozna zakfadac, ze |b;|p < 1.

@ Korzystamy najpierw z faktu, ze (bp) jest Cauchy’ego i dla kazdego j=1,...,
dobieramy dodatnig liczbe catkowita N(j) taka, ze dla kazdych i, /" > N(j):

|bi — bilp < p~7.
Mozna zatozy¢, ze N(j) jest Scisle rosnacy, wiec N(j) > j.



Dowdd tego, ze kazdy element A € Q, 0 wtasnosci |A|, < 1 reprezentowany jest
przez doktadnie jeden ciag Cauchy’ego (A;) w (Q, |.|p) spetniajacy:
A€eZ,0<A<p,dlai=1,2,...orazAi=A,1modp,dlai=1,2,...

@ Niech cigg Cauchy’ego (b;) reprezentuje element A € Qp, gdzie |Ajp < 1.
Oczywiscie nli_)m |bilp = |Alp < 1, wiec mozna zakfadac, ze |b;|p < 1.

@ Korzystamy najpierw z faktu, ze (bp) jest Cauchy’ego i dla kazdego j=1,...,
dobieramy dodatnig liczbe catkowita N(j) taka, ze dla kazdych i, /" > N(j):
|bj — bylp < p.
Mozna zatozy¢, ze N(j) jest Scisle rosnacy, wiec N(j) > j.
@ Na podstawie Lematu Podstawowego dla kazdego j znajdujemy liczby
catkowite A;, gdzie 0 < A; < p/ oraz:

|Aj — bglp < P



Dowdd tego, ze kazdy element A € Q, 0 wtasnosci |A|, < 1 reprezentowany jest
przez doktadnie jeden ciag Cauchy’ego (A;) w (Q, |.|p) spetniajacy:
A€eZ,0<A<p,dlai=1,2,...orazAi=A,1modp,dlai=1,2,...

@ Niech cigg Cauchy’ego (b;) reprezentuje element A € Qp, gdzie |Ajp < 1.
Oczywiscie nli_)m |bilp = |Alp < 1, wiec mozna zakfadac, ze |b;|p < 1.

@ Korzystamy najpierw z faktu, ze (bp) jest Cauchy’ego i dla kazdego j=1,...,
dobieramy dodatnig liczbe catkowita N(j) taka, ze dla kazdych i, /" > N(j):

|bi — bilp < p~7.
Mozna zatozy¢, ze N(j) jest Scisle rosnacy, wiec N(j) > j.

@ Na podstawie Lematu Podstawowego dla kazdego j znajdujemy liczby
catkowite Aj, gdzie 0 < A; < p/ oraz:

|Aj — bglp < P

@ Wykazemy teraz, ze cigg (An) jest rbwnowazny do (bj) oraz spetnia (i), (ii).
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Dowdd tego, ze kazdy element A € Q, 0 wtasnosci |A|, < 1 reprezentowany jest
przez doktadnie jeden ciag Cauchy’ego (A;) w (Q, |.|p) spetniajacy:
A€eZ,0<A<p,dlai=1,2,...orazAi=A,1modp,dlai=1,2,...

@ Pokazmy, ze A = A;1 mod p/. Mamy:
A1 = Ajlp = [Aj1 = bty + b1y — bivgy — (A7 = b))l
< max(|Aj+1 — b1y lps [OnGi+1) — B lps 1A] — By lp)
< max(p~ U, p p) = p.

Przy okazji dostali$my, ze dla i > N(j) mamy |A; — Ajlp < p~/.



Dowdd tego, ze kazdy element A € Q, 0 wtasnosci |A|, < 1 reprezentowany jest
przez doktadnie jeden ciag Cauchy’ego (A;) w (Q, |.|p) spetniajacy:
A€eZ,0<A<p,dlai=1,2,...orazAi=A,1modp,dlai=1,2,...

@ Pokazmy, ze A; = A; 1 mod p/. Mamy:
A1 = Ajlp = [Aj1 = bty + b1y — bivgy — (A7 = b))l
< max(|Aj+1 — b1y lps [OnGi+1) — B lps 1A] — By lp)
< max(p~ Ut p p7) = p.
Przy okazji dostali$my, ze dla i > N(j) mamy |A; — Ajlp < p~/.
@ Wezmy dowolny j. Wtedy dla kazdego i > N(j) mamy:
|Ai — bilp = |Ai — Aj + Aj — by — (b = b)) lp
< max(|A; — A; ’pa |Aj — bngj)lps ’b bnj)lp)

< max(p o pl)y=p.



Dowdd tego, ze kazdy element A € Q, 0 wtasnosci |A|, < 1 reprezentowany jest
przez doktadnie jeden ciag Cauchy’ego (A;) w (Q, |.|p) spetniajacy:
A€eZ,0<A<p,dlai=1,2,...orazAi=A,1modp,dlai=1,2,...

@ Dowodzimy jednoznaczno$¢ (A;). Jesli ciag (A;) ma wtasnosci (i) i (ii) oraz
Aj, # Aj.o dla pewnego iy, to mamy

A, # A, mod p°
bo obydwie te liczby sg pomiedzy 0 a pb.



Dowdd tego, ze kazdy element A € Q, 0 wtasnosci |A|, < 1 reprezentowany jest
przez doktadnie jeden ciag Cauchy’ego (A;) w (Q, |.|p) spetniajacy:
A€eZ,0<A<p,dlai=1,2,...orazAi=A,1modp,dlai=1,2,...

@ Dowodzimy jednoznaczno$¢ (A;). Jesli ciag (A;) ma wtasnosci (i) i (ii) oraz
Aj, # Aj.o dla pewnego iy, to mamy

A, # A, mod p°
bo obydwie te liczby sg pomiedzy 0 a pb.
@ Z drugiej strony dla i > iy mamy
A; = Aj, mod p, oraz A = A; mod p®,
czyli A; # A mod pb.



Dowdd tego, ze kazdy element A € Q, 0 wtasnosci |A|, < 1 reprezentowany jest
przez doktadnie jeden ciag Cauchy’ego (A;) w (Q, |.|p) spetniajacy:
A€eZ,0<A<p,dlai=1,2,...orazAi=A,1modp,dlai=1,2,...

@ Dowodzimy jednoznaczno$¢ (A;). Jesli ciag (A;) ma wtasnosci (i) i (ii) oraz
Aj, # Aj.o dla pewnego iy, to mamy

A, # A, mod p°
bo obydwie te liczby sg pomiedzy 0 a pb.
@ Z drugiej strony dla i > iy mamy
A; = Aj, mod p, oraz A = A; mod p®,
czyli A; # A mod pb.
@ Stad dla kazdego i > iy mamy:
A — Alp > po,
co oznacza, ze (A;) +# (A7), co kohczy dowdd.



llustracje rozwinig¢ p-adycznych dla liczb wymiernych (zawartych w Qp).
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@ Liczba —1 ma przedstawienie —1 =6+4+6-7+6-72+6-7% = ...6666.



llustracje rozwinig¢ p-adycznych dla liczb wymiernych (zawartych w Qp).

@ Liczba 320 ma rozwiniecie 5+3 -7 + 6 - 72 = 635.

@ Liczba —1 ma przedstawienie —1 =6+4+6-7+6-72+6-7% = ...6666.

@ Liczba § ma przedstawienie 3+2-5+2-52+2-5% ... =...2223.
Pow6d? 1 = 2(dp + dip + dop? + ...), wiec mamy uktad kongruenciji:

1=2q, mod 5 d =3
1=2dy+2d; -5 mod 52 d =2
1 =20, +2d;-5+2d-52 mod5 ~ Yoo =2

@ A jak jest dla liczb, kt6re nie sg wymierne? Mozna postepowac podobnie, ale
nie zawsze znajdziemy rozwigzania (na przyktad niektérych pierwiastkow
kwadratowych nie ma w niektorych Qp). O tym na nastepnym wyktadzie.



Kurt Hensel (1861-1941). Odkrywca liczb p-adycznych.



