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Definicja

Niech h bedzie formg dwuliniowg na przestrzeni V oraz niech H bedzie forma
dwuliniowg na izomorficznej z V przestrzeni W. I1zomorfizm i : V — W nazwiemy
izometrig przestrzeni (V, h) i (W, H'), jesli dla kazdych x,y € U mamy:

h(x,y) = K (i(x),i(y))-

Jesli istnieje izometria (V, h) i (W, }), wéwczas przestrzenie/formy te nazywamy
izometrycznymi lub rownowaznymi, ozn. (V, h) = (W, K).

Idea: izometria dokonuje ,transportu” struktury dwuliniowej z V do W.

Niech (V, h) oraz (W, ") beda skonczenie wymiarowe i niech A = G(h, A),
B = G(H,B), gdzie A, B sa jakimikolwiek bazami V, W. Woéwczas:

(V.h) = (W,H) < A=B.




Definicja
Niech (V4, (, )1), (Va, (, )2) beda przestrzeniami euklidesowymi liniowymi oraz
niech ¢ : Vi — V, bedzie przeksztatceniem liniowym.

(a) Mowimy, ze ¢ zachowuje iloczyn skalarny, jesli dla kazdych o, 8 € V4
zachodzi:

(a,8)1 = (o), 6(B) )2-

(b) Méwimy, ze ¢ zachowuje dtugosc¢ wektorow jesli dla kazdego o € V4
zachodzi
lally = [lo(a)ll2,

gdzie [[all1 = /(a,a)1, [[7]l2 = v/(7,7)2, dlakazdych a € Vi, v € Va.




Niech (V4, (, )1), (Va, (, )2) beda przestrzeniami euklidesowymi liniowymi oraz

niech ¢ : Vi — V, bedzie przeksztatceniem liniowym.

(a) Mowimy, ze ¢ zachowuje iloczyn skalarny, jesli dla kazdych o, 8 € V4
zachodzi:

(a,8)1 = (o), 6(B) )2-

(b) Méwimy, ze ¢ zachowuje dtugosc¢ wektorow jesli dla kazdego o € V4
zachodzi
lally = [lo(a)ll2,

gdzie [[all1 = /(a,a)1, [[7]l2 = v/(7,7)2, dlakazdych a € Vi, v € Va.

Przeksztatcenie liniowe ¢ przestrzeni euklidesowych zachowuje iloczyn skalarny
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ zachowuje dtugos$¢ wektorow.




Przeksztatcenie liniowe ¢ przestrzeni euklidesowych zachowuje iloczyn skalarny
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ zachowuje dtugos$¢ wektorow.

Dowdd. Niech ¢ : (V4,(, )1) = (Va, (, )2).



Przeksztatcenie liniowe ¢ przestrzeni euklidesowych zachowuje iloczyn skalarny
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ zachowuje dtugos$¢ wektorow.

Dowdd. Niech ¢ : (Vy,(, )1) = (Vo,(, )2)-
@ Jesli ¢ zachowuije iloczyn skalarny, to dla kazdego a € V4 mamy:

lo(a)llz = V(9(a), (@) )2 = V(a,a)r = |lalls.




Przeksztatcenie liniowe ¢ przestrzeni euklidesowych zachowuje iloczyn skalarny
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ zachowuje dtugos$¢ wektorow.

Dowod. Niech ¢ : (Vq,(, )1) = (Vo, (, )2).
@ Jesli ¢ zachowuije iloczyn skalarny, to dla kazdego a € V4 mamy:
l¢(a)ll2 = V(d(@), d(a) )2 = V{a,a )1 = |lalls.
@ Na odwrét: zatézmy, ze ¢ zachowuje dlugos¢ wektoréw. Mamy

2(a,B) = lla+ Bl — llal? — 1181,

dla dowolnych wektorow «, S.




Przeksztatcenie liniowe ¢ przestrzeni euklidesowych zachowuje iloczyn skalarny
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ zachowuje dtugos$¢ wektorow.

Dowod. Niech ¢ : (Vq,(, )1) = (Vo, (, )2).
@ Jesli ¢ zachowuije iloczyn skalarny, to dla kazdego a € V4 mamy:
l¢(a)ll2 = V(d(@), d(a) )2 = V{a,a )1 = |lalls.
@ Na odwrét: zatézmy, ze ¢ zachowuje dlugos¢ wektoréw. Mamy

2(a,B) = lla+ Bl — llal? — 1181,

dla dowolnych wektorow «, S.

@ Zatem dla kazdych «, 5 € V4 mamy:

2(¢(a), #(8))2 = é(a) + 6(B)II5 — lé()lz — l6(B)Z =
= [lac+ BIIF — llalF ~ I8IIF = 2(a, 5)1.



Jesli przeksztatcenie liniowe ¢ przestrzeni euklidesowych zachowuje iloczyn
skalarny, to ¢ jest monomorfizmem.

Dowod. Dla a € ker(¢) mamy ¢(a) = 0, czyli ||¢p(a)|l2 = 0, skad ||«||1 = 0.



Jesli przeksztatcenie liniowe ¢ przestrzeni euklidesowych zachowuje iloczyn
skalarny, to ¢ jest monomorfizmem.

Dowdd. Dla a € ker(¢) mamy ¢(«) = 0, czyli ||¢(a)||2 = 0, skad ||«||1 = 0.

Definicja
Niech (V4,(, )1),(V2, (, )2) beda przestrzeniami euklidesowymi liniowymi.

Mowimy, ze przeksztatcenie liniowe ¢ : Vi — Vs jest izometrig przestrzeni
euklidesowej (V4, (, )1) na przestrzen euklidesowag ( V2, (, )2) jesli:

(a) ¢ jest izomorfizmem przestrzeni liniowej V4 na przestrzen liniowg V>,
(b) ¢ zachowuje iloczyn skalarny.

|lzometrig przestrzeni (V,(, )) na (V,(, )) nazywamy izometria przestrzeni
euklidesowej (V, (, )).




Twierdzenie

Niech (V4, (, )1),(V2, (, )2) beda przestrzeniami euklidesowymi. Nastepujace
warunki sg rbwnowazne dla przeksztatcenia liniowego ¢ : Vi — Va:

(1) ¢ jest izometrig przestrzeni euklidesowej (V4, (, )1) na (Va, (, )2),

(2) ¢ przeprowadza kazda baze ortonormalng przestrzeni (V4, (, )1) na baze
ortonormalng (Va, (, )2),

(8) ¢ przeprowadza pewng baze ortonormalng przestrzeni (V4, (, )1) na baze
ortonormalng (Va, (, )2).

Co wigcej, jesli A = M(¢)5 € My(R) jest macierza izometrii przestrzeni
euklidesowych w bazach ortonormalnych, wéwczas kolumny A sg prostopadte
w (R", st). Innymi stowy ATA = I.




Dowdd. Nietrywialna jest tylko implikacja (3) = (1).



Dowdd. Nietrywialna jest tylko implikacja (3) = (1).

@ Niech A = (ay,...,an) —baza ortonormalna (V4, (, )1) oraz
A = (¢(ay),. ..,qﬁ( n)) —baza ortonormalna ( V2, (, )2). Niech

a=X01+ ...+ Xnan, B =yia1+...+ Ynan.



Dowdd. Nietrywialna jest tylko implikacja (3) = (1).

@ Niech A = (ay,...,an) —baza ortonormalna (V4, (, )1) oraz
A = (¢(ay),. ..,qﬁ( n)) —baza ortonormalna ( V2, (, )2). Niech

a=X01+ ...+ Xnan, B =yia1+...+ Ynan.
@ Mamy:
(a,B)1 = (X1a1 + ...+ Xpan, Y11 + ... + Ynan )1 =
=X y1{at,a1 )1+ ...+ XpYn(an, an )1 =
=X1Y1 +...+XnYn=
= x1y1{ (1), p(a1) )2 + ... 4+ Xn¥n( P(an), d(cn) )2 =
= (X1¢(a1) + ... + Xnd(an), y1d(a1) + ... + Ynd(an) )2 =
= (¢(a),d(B) )2

czyli ¢ zachowuje iloczyn skalarny — jest izometrig.



Dowéd cd. Niech ¢ : (V4, (, }1) = (Vo,(, )2) bedzie izometrig. Niech
A= (aq,...,an), N =(p1,...,8n) —bazy ortonormalna (Vs, (, )1), (Vo, (, )2)-
Rozwazamy macierz A = M(¢)5 € M,(R) i chcemy pokazaé, ze ATA = |.



Dowéd cd. Niech ¢ : (V4, (, }1) = (Vo,(, )2) bedzie izometrig. Niech
A= (aq,...,an), N =(p1,...,8n) —bazy ortonormalna (Vs, (, )1), (Vo, (, )2)-
Rozwazamy macierz A = M(¢)5 € M,(R) i chcemy pokazaé, ze ATA = |.

@ Niech i # joraz ¢(oj) = X181 + ... 4 XnfBn, #(aj) = Y151 + ... + YnbBn-
Aby pokazaé teze wystarczy pokazac, ze:

X1+ XaYn=0, X2+ .. +X2=y24. . fy2=1. (&)



Dowéd cd. Niech ¢ : (V4, (, }1) = (Vo,(, )2) bedzie izometrig. Niech
A= (aq,...,an), N =(p1,...,8n) —bazy ortonormalna (Vs, (, )1), (Vo, (, )2)-
Rozwazamy macierz A = M(¢)5 € M,(R) i chcemy pokazaé, ze ATA = |.

@ Niech i # joraz ¢(oj) = X181 + ... 4 XnfBn, #(aj) = Y151 + ... + YnbBn-
Aby pokazaé teze wystarczy pokazac, ze:

X1+ XaYn=0, X2+ .. +X2=y24. . fy2=1. (&)

@ (aj,aj)1 = {2)’ ;;j = (¢(ai), d(ey)))2 = {

R I:/ , bo ¢ — izometria.
0, i#jJ.



Dowéd cd. Niech ¢ : (V4, (, }1) = (Vo,(, )2) bedzie izometrig. Niech
A= (aq,...,an), N =(p1,...,8n) —bazy ortonormalna (Vs, (, )1), (Vo, (, )2)-
Rozwazamy macierz A = M(¢)5 € M,(R) i chcemy pokazaé, ze ATA = |.

@ Niech i # joraz ¢(oj) = X181 + ... 4 XnfBn, #(aj) = Y151 + ... + YnbBn-
Aby pokazaé teze wystarczy pokazac, ze:
X1+ XaYn=0, X2+ .. +X2=y24. . fy2=1. (&)

., = .
0, i#]. 0, i#].
@ Ale przeciez (3;, 3j) = 0, dla i # joraz (3;, 3;) = 1, czyli
(P(v), d(0)) )2 = (X1B1 + ...+ XnBn, Y161+ ...+ YnbBn)2 =
=X1Y1(B1,B1)2 + ...+ Xn¥Yn{Bn, Bn )2 =
co natychmiast daje (#) i teze twierdzenia.

o<a,-,aj>1:{1’ = <¢(a,->,¢(aj>>2={1’ "7 b0 g~ izometria



Macierz A € My »(R) nazywamy ortogonalna, jesli ATA = I.
Zbiér wszystkich macierzy ortogonalnych rozmiaru n oznaczamy przez O(n).
Zbior macierzy ortogonalnych o wyznaczniku 1 oznaczamy przez SO(n).




Macierz A € My »(R) nazywamy ortogonalna, jesli ATA = I.
Zbiér wszystkich macierzy ortogonalnych rozmiaru n oznaczamy przez O(n).
Zbior macierzy ortogonalnych o wyznaczniku 1 oznaczamy przez SO(n).

Przeksztatcenie liniowe ¢ : Vi — Vs jest izometrig przestrzeni euklidesowej
(V4,(, )1) na przestrzen euklidesowa (Va, (, )2) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
pewnych (rbwnowaznie: dla kazdych) baz ortonormalnych A4 przestrzeni
(V4, (, )1) oraz A, przestrzeni (Va, (, )2) macierz M(gz))jf jest ortogonalna.




Macierz A € My »(R) nazywamy ortogonalna, jesli ATA = I.
Zbiér wszystkich macierzy ortogonalnych rozmiaru n oznaczamy przez O(n).
Zbior macierzy ortogonalnych o wyznaczniku 1 oznaczamy przez SO(n).

Przeksztatcenie liniowe ¢ : Vi — Vs jest izometrig przestrzeni euklidesowej
(V4,(, )1) na przestrzen euklidesowa (Va, (, )2) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
pewnych (rbwnowaznie: dla kazdych) baz ortonormalnych A4 przestrzeni

(V4, (, )1) oraz A, przestrzeni (Va, (, )2) macierz M(gz))jf jest ortogonalna.

Endomorfizm ¢ € End((R?, (, )&t)) dany wzorem ¢((xy, X2)) = (X1, —X1 + X2) nie
jest izometrig, bo st jest bazg ortonormalng w (R?, st) oraz:

e R I A PRV



Macierz A € My »(R) nazywamy ortogonalna, jesli ATA = I.
Zbiér wszystkich macierzy ortogonalnych rozmiaru n oznaczamy przez O(n).
Zbior macierzy ortogonalnych o wyznaczniku 1 oznaczamy przez SO(n).

Przeksztatcenie liniowe ¢ : Vi — Vs jest izometrig przestrzeni euklidesowej
(V4,(, )1) na przestrzen euklidesowa (Va, (, )2) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
pewnych (rbwnowaznie: dla kazdych) baz ortonormalnych A4 przestrzeni
(V4, (, )1) oraz A, przestrzeni (Va, (, )2) macierz M(gz))jf jest ortogonalna.

Jesli A oraz B sa bazami ortonormalnymi (R”, (, }), to (M(id)5)~"

= (M(id))".
Zatem dla izometrii ¢ przestrzeni (R”, (, )): M(¢)4 = (M(id)5)T - M(¢)5 - M(id)5.




Przypomnienie
Niech V bedzie przestrzenig R". Méwimy, ze bazy A = {aq,...,an},
B ={51,...5n} przestrzeni V sa:

@ zgodnie zorientowane, jesli det M(id)5 > 0,

@ przeciwnie zorientowane, jesli det M(id)5 < 0.

Przypomnienie

Rodzine wszystkich baz zgodnie zorientowanych z pewna bazg przestrzeni R”
nazywamy orientacja przestrzeni R". Méwimy, ze przestrzen R” jest
zorientowana, jesli wybrana jest jedna z jej (dwéch) orientacji. W przestrzeni
zorientowanej moéwimy, ze jej baza A jest dodatnio (ujemnie) zorientowana, jesli
zorientowana zgodnie (przeciwnie) z wybrang orientacjg przestrzeni V.




Definicja

Niech (V, (, )) bedzie dwuwymiarowg przestrzenig euklidesowa.

Zatézmy, ze V jest zorientowana i niech A bedzie bazg ortonormalng tej
przestrzeni, zorientowang zgodnie z zadang orientacja. Wowczas obrotem o kat
# nazywamy przeksztatcenie ¢ : V — V zadane warunkiem

sind cosf

Moy — [cos@ —sinﬁ} |




Definicja

Niech (V, (, )) bedzie dwuwymiarowg przestrzenig euklidesowa.

Zatézmy, ze V jest zorientowana i niech A bedzie bazg ortonormalng tej
przestrzeni, zorientowang zgodnie z zadang orientacja. Wowczas obrotem o kat
# nazywamy przeksztatcenie ¢ : V — V zadane warunkiem

sind cosf

Moy — [cos@ _sme} |

Przyktad. Niech (R?, (, )&). Bierzemy ¢ : R? — R? zadane macierzg

M) = [ g ?]
st /3 1 :

2 2

Jesli R? ma orientacje wyzn. przez st = (e, €2), to ¢ jest obrotem o kat —75 (bow
bazie ortonormalnej (R?, (, )st) zgodnej z orientacjg ma macierz obrotu o kat 6).



Definicja

Niech W bedzie 2-wymiarowg podprzestrzenig zorientowang w przestrzeni
euklidesowej (V, (, )). Przeksztaicenie ¢ € End(V) takie, ze

@ ¢|w jest obrotem o kat 6 w przestrzeni W,
@ |y jestidentycznoscig na przestrzeni W+
nazywamy obrotem o kat 9 wokét podprzestrzeni W-.

Innymi stowy, jesli A = (aq,. .., an) jest taka baza przestrzeni V, ze A’ = (aq, ap)
jest baza ortonormalng przestrzeni W zorientowang zgodnie z orientacjg W,
natomiast (azs, . . ., ap) jest dowolng bazg przestrzeni W+, to M(¢)ﬁ jest w postaci

[Og 0

. - A |cosf —sinf
0 ln_J » gdzie Oy = M(¢lw)a = [sin@ cos 6 ] ’




Przyktad. V = (R3, (, )s oraz W = lin((0, 1,0), (0,0, 1)) z orientacjg wyznaczong
przez A" = ((0,1,1),(0,1,0)). OkreSlamy ¢ : V — V wzorem:

1 0 0
M($)S =10 cos® —sinf|.
0 sinf cosé
Woéwczas ¢|y jest obrotem o kat —6 wokét lin((1,0,0)). Dlaczego nie o kat 67



Przyktad. V = (R3, (, )s oraz W = lin((0, 1,0), (0,0, 1)) z orientacjg wyznaczong
przez A" = ((0,1,1),(0,1,0)). OkreSlamy ¢ : V — V wzorem:

1 0 0
0 cosf —sind| .
0 sinf cosé

Woéwczas ¢|y jest obrotem o kat —6 wokét lin((1,0,0)). Dlaczego nie o kat 67

M(¢)g =

Niech B’ = ((0,1,0),(0,0,1)). Bazy A’ oraz B’ przestrzeni W sa przeciwnie

zorientowane, bo det M(idy)5, = det 1 1} <0.

10



Przyktad. V = (R3, (, )s oraz W = lin((0, 1,0), (0,0, 1)) z orientacjg wyznaczong
przez A" = ((0,1,1),(0,1,0)). OkreSlamy ¢ : V — V wzorem:

1 0 0
0 cosf —sind| .
0 sinf cosé

Woéwczas ¢|y jest obrotem o kat —6 wokét lin((1,0,0)). Dlaczego nie o kat 67

M(¢)g =

Niech B’ = ((0,1,0),(0,0,1)). Bazy A’ oraz B’ przestrzeni W sa przeciwnie

1 1
1 O}<O.

A zatem bazy A’ oraz ((0,0,1),(0,1,0)) sg zgodnie zorientowane. Baza R3
postaci B = ((0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)) rowniez jest ortonormalna, a w niej
przeksztatcenie ¢ ma macierz

cosf sinf O cos(—f#) —sin(—0) O
M(¢)5 = |:sin9 cos 6 0] = |:sin(9) cos(—0) 0].

zorientowane, bo det M(idy)5, = det [

0 o 1 0 0 1



Cwiczenie
Kazda izometria 2-wymiarowej przestrzeni euklidesowej liniowej jest

@ albo obrotem o macierzy (w pewnej bazie i przy pewnej orientacji)

cosf) —sinf
sinf  cosf
@ albo symetrig prostopadtg o macierzy:

cosf sinf
sinfd —cosf

wzgledem podprzestrzeni lin((sin 8,1 — cos §)).




Cwiczenie
Kazda izometria 3-wymiarowej przestrzeni euklidesowej liniowej jest

cosf —sinf 0O
@ albo obrotem o macierzy (w pewnej bazie) |sinf cosf 0],
0 0 1

cosf —sinf O
@ albo obrotem z odbiciem o macierzy (—//-) |sinf cosf 0 |,
0 0 —1

10 O
@ albo symetrig ptaszczyznowg o macierzy (—//-) [O 1 0 ] .
0 0 -1

Uwaga: zbiér SO(3) C M3(R) to tzw. grupa obrotow.



Twierdzenie (Cartan)

Dla kazdej izometrii ¢ przestrzeni euklidesowej liniowej (V, (, )) istnieje liczba
k < ntaka, ze ¢ jest ztozeniem k symetrii prostopadtych wzgledem pewnych n — 1
wymiarowych podprzestrzeni w V' (zwanych zwykle odbiciami).




Twierdzenie (Cartan)

Dla kazdej izometrii ¢ przestrzeni euklidesowej liniowej (V, (, )) istnieje liczba
k < ntaka, ze ¢ jest ztozeniem k symetrii prostopadtych wzgledem pewnych n — 1
wymiarowych podprzestrzeni w V' (zwanych zwykle odbiciami).

Kilka uwag
@ izometria zachowuje lub odwraca orientacje w zaleznosci od liczby symetrii,
@ kazda izometria ma wyznacznik oraz (jesli sg) wartosci wtasne +1,
@ wniosek: kazda macierz ortogonalna jest iloczynem macierzy symetrii.



Twierdzenie (Cartan)

Dla kazdej izometrii ¢ przestrzeni euklidesowej liniowej (V, (, )) istnieje liczba
k < ntaka, ze ¢ jest ztozeniem k symetrii prostopadtych wzgledem pewnych n — 1
wymiarowych podprzestrzeni w V' (zwanych zwykle odbiciami).

Dowdd. Stosujemy indukcje po n.

@ Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, bo sg tylko dwie izometrie 1-wymiarowej
przestrzeni euklidesowej liniowej: id oraz — id.



Twierdzenie (Cartan)

Dla kazdej izometrii ¢ przestrzeni euklidesowej liniowej (V, (, )) istnieje liczba
k < ntaka, ze ¢ jest ztozeniem k symetrii prostopadtych wzgledem pewnych n — 1
wymiarowych podprzestrzeni w V' (zwanych zwykle odbiciami).

Dowdd. Stosujemy indukcje po n.

@ Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, bo sg tylko dwie izometrie 1-wymiarowej
przestrzeni euklidesowej liniowej: id oraz — id.

@ Zatbzmy, ze teza dziata dla dim V < n. Niech ¢ : V — V bedzie izometrig n
wymiarowej przestrzeni euklidesowej liniowej (V, (, )). Zatozmy, ze ¢ # id
(inaczej teza jest jasna). Wybierzmy dowolny niezerowy wektor « € V
i rozpatrzmy W = lin(«).



Twierdzenie (Cartan)

Dla kazdej izometrii ¢ przestrzeni euklidesowej liniowej (V, (, )) istnieje liczba
k < ntaka, ze ¢ jest ztozeniem k symetrii prostopadtych wzgledem pewnych n — 1
wymiarowych podprzestrzeni w V' (zwanych zwykle odbiciami).

Dowdd. Stosujemy indukcje po n.

@ Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, bo sg tylko dwie izometrie 1-wymiarowej
przestrzeni euklidesowej liniowej: id oraz — id.

@ Zatbzmy, ze teza dziata dla dim V < n. Niech ¢ : V — V bedzie izometrig n
wymiarowej przestrzeni euklidesowej liniowej (V, (, )). Zatozmy, ze ¢ # id
(inaczej teza jest jasna). Wybierzmy dowolny niezerowy wektor « € V
i rozpatrzmy W = lin(«).

@ Mozliwe sg dwa przypadki: gdy ¢(«) = a oraz gdy ¢(«) # a.



Dowdd cd. Przypadek 1: ¢(a) = a, W = lin(«).



Dowdd cd. Przypadek 1: ¢(a) = a, W = lin(«).

@ Wowczas W oraz W sg ¢-niezmiennicze, bo dla kazdego 5 € W+ zachodzi
(6(B),a) = (#(B), p() ) = (B, ) = 0. Zatem ¢| . jest izometrig.



Dowdd cd. Przypadek 1: ¢(a) = a, W = lin(«).

@ Woéwczas W oraz W+ sg ¢-niezmiennicze, bo dla kazdego 3 € W+ zachodzi
(d(B),a) = (d(B), () ) = (B,a) = 0. Zatem ¢| . jest izometria.

@ Zatozylismy, ze ¢ # id, wiec ¢| . # idyL | z zatozenia indukcyjnego
dlwr = ¢k o...0 ¢y, gdzie k < n—1oraz ¢ : W+ — W+ jest symetrig
prostopadta wzgledem n — 2 wymiarowych podprzestrzeni W; C W+,



Dowdd cd. Przypadek 1: ¢(a) = a, W = lin(«).
@ Wowczas W oraz W sg ¢-niezmiennicze, bo dla kazdego 8 € W+ zachodzi
(d(B),a) = (d(B), () ) = (B,a) = 0. Zatem ¢| . jest izometria.
@ Zatozylismy, ze ¢ # id, wiec ¢| . # idyL | z zatozenia indukcyjnego
dlwr = ¢k o...0 ¢y, gdzie k < n—1oraz ¢ : W+ — W+ jest symetrig
prostopadta wzgledem n — 2 wymiarowych podprzestrzeni W; C W+,
@ Okreslamy podprzestrzenie Vi = W e W, dlai=1,...,k (mamy W; C W').



Dowdd cd. Przypadek 1: ¢(a) = a, W = lin(«).

@ Wowczas W oraz W sg ¢-niezmiennicze, bo dla kazdego 8 € W+ zachodzi
(d(B),a) = (d(B), () ) = (B,a) = 0. Zatem ¢| . jest izometria.

@ Zatozylismy, ze ¢ # id, wiec ¢| . # idyL | z zatozenia indukcyjnego
dlwr = ¢k o...0 ¢y, gdzie k < n—1oraz ¢ : W+ — W+ jest symetrig
prostopadta wzgledem n — 2 wymiarowych podprzestrzeni W; C W+,

@ Okreslamy podprzestrzenie Vi = W e W, dlai=1,...,k (mamy W; C W').

@ Okreslamy +; : V — V wzorem ¢;(aa + w) = aa + ¢;(w), dla w € W+.



Dowdd cd. Przypadek 1: ¢(a) = a, W = lin(«).

@ Wowczas W oraz W sg ¢-niezmiennicze, bo dla kazdego 8 € W+ zachodzi
(d(B),a) = (d(B), () ) = (B,a) = 0. Zatem ¢| . jest izometria.

@ Zatozylismy, ze ¢ # id, wiec ¢| . # idyL | z zatozenia indukcyjnego
dlwr = ¢k o...0 ¢y, gdzie k < n—1oraz ¢ : W+ — W+ jest symetrig
prostopadta wzgledem n — 2 wymiarowych podprzestrzeni W; C W+,

@ Okreslamy podprzestrzenie Vi = W e W, dlai=1,...,k (mamy W; C W').

@ Okreslamy +; : V — V wzorem ¢;(aa + w) = aa + ¢;(w), dla w € W+.

@ Skoro ¢, jest symetrig W+ wzgledem W;, czyli <;5,? = idw, to jest symetrig V
wzgledem n — 1 wymiarowej podprzestrzeni V;, bo:

Y2 ((ac + w)) = vi(an + ¢i(w)) = aa + ¢Z(w) = ao + w.



Dowdd cd. Przypadek 1: ¢(a) = a, W = lin(«).

@ Wowczas W oraz W sg ¢-niezmiennicze, bo dla kazdego 8 € W+ zachodzi
(9(8), ) = (¢(B), ¢(a)) = (B, ) = 0. Zatem ¢| . jest izometria.

@ Zatozylismy, ze ¢ # id, wiec ¢| . # idyL | z zatozenia indukcyjnego
dlwr = ¢k o...0 ¢y, gdzie k < n—1oraz ¢ : W+ — W+ jest symetrig
prostopadta wzgledem n — 2 wymiarowych podprzestrzeni W; C W+,

@ Okreslamy podprzestrzenie Vi = W e W, dlai=1,...,k (mamy W; C W').

@ Okreslamy 1 : V — V wzorem ;(ac + w) = aa + ¢;j(w), dla w € W+.

@ Skoro ¢; jest symetrig W+ wzgledem W;, czyli ¢? = idy, to jest symetrig V
wzgledem n — 1 wymiarowej podprzestrzeni V;, bo:

V2 ((aa + w)) = vi(aa + ¢i(w)) = aa + ¢2(w) = ao + w.
@ Rozktad W & W jest ¢-niezmienniczy, wigc ¢ = ¢k o ... o 11, wynika z:

(Yko...op)lw =idw = dlw,
(zﬂko...oqm)lwl:(ﬁko...o@ :¢‘WL



Dowdd cd. Przypadek 2, gdy ¢(«) # a.



Dowdd cd. Przypadek 2, gdy ¢(«) # a.

@ Niech v bedzie symetrig prostopadtg wzgledem lin(¢(a) — a)*. Wowczas
P(p(a)) = a. Istotnie, ¢ jest izometrig, czyli ||o| = ||¢(«)||. Co wiecej,
(@t d(a),a—o(a)) = llafl = [#()] — (@, ¢()) + (#(@), a) =0,
wiec a + é(a) L a — ¢(a). W szczegblnosci a + ¢(a) € lin(¢p(a) — a)*.
Stad (jak w dowodzie tw. Witta o przedtuzaniu izometrii):

H(6(a)) = o (g/)(a)z—&- o qﬁ(a)z— a) _ <b(oz)2—|— a <b(a)2— o




Dowdd cd. Przypadek 2, gdy ¢(«) # a.
@ Niech ¢ bedzie symetrig prostopadtg wzgledem lin(¢(a) — o). Wowczas
P(p(a)) = a. Istotnie, ¢ jest izometrig, czyli ||o| = ||¢(«)||. Co wiecej,
(@ + ¢(a), = p(a)) = [lal] = [|p(a)]| — (@, ¢(a)) + (d(a),a) =0,

wiec a + é(a) L a — ¢(a). W szczegblnosci a + ¢(a) € lin(¢p(a) — a)*.
Stad (jak w dowodzie tw. Witta o przedtuzaniu izometrii):
B dla)+a  Pla)—a)  Pla)+a  Pla)—a
O R e i e

@ Czyli izometria v o ¢ przeprowadza « na siebie.




Dowdd cd. Przypadek 2, gdy ¢(«) # a.
@ Niech ¢ bedzie symetrig prostopadtg wzgledem lin(¢(a) — o). Wowczas
P(p(a)) = a. Istotnie, ¢ jest izometrig, czyli ||o| = ||¢(«)||. Co wiecej,
(@ + ¢(a), = p(a)) = [lal] = [|p(a)]| — (@, ¢(a)) + (d(a),a) =0,

wiec a + é(a) L a — ¢(a). W szczegblnosci a + ¢(a) € lin(¢p(a) — a)*.
Stad (jak w dowodzie tw. Witta o przedtuzaniu izometrii):

B(6(a)) = o (g/)(a)z—&- o qﬁ(a)z— a) _ <b(oz)2—|— a <b(a)2— o

@ Czyli izometria v o ¢ przeprowadza « na siebie.
@ Jesli o ¢ =id, to z ¢? = id mamy ¢ = 1, co daje teze twierdzenia.




Dowdd cd. Przypadek 2, gdy ¢(«) # a.

@ Niech ¢ bedzie symetrig prostopadtg wzgledem lin(¢(a) — o). Wowczas
P(p(a)) = a. Istotnie, ¢ jest izometrig, czyli ||o| = ||¢(«)||. Co wiecej,
(@t d(a),a—o(a)) = llafl = [#()] — (@, ¢()) + (#(@), a) =0,
wiec a + é(a) L a — ¢(a). W szczegblnosci a + ¢(a) € lin(¢p(a) — a)*.
Stad (jak w dowodzie tw. Witta o przedtuzaniu izometrii):

H(6(a)) = o (gb(a)z—&- o qﬁ(a)z— a) _ <b(oz)2—|— a <b(a)2— o

@ Czyli izometria v o ¢ przeprowadza « na siebie.

@ Jesli o ¢ =id, to z ¢? = id mamy ¢ = 1, co daje teze twierdzenia.

@ Jesli ¢ o ¢ £ id to mocy Przypadku 1 mamy ¢ o ¢ = ¢, o ... 0 9)q, gdzie
k<n-—1ivyg:V — V sasymetriami prostopadtymi wzgledem
podprzestrzeni wymiaru n — 1. Zatem ¢ = 1 o 1), o ... 0 9p¢ jest ztozeniem
k + 1 symetrii, gdzie kK < n— 1. Zatem dowdd jest zakonczony.



Stynne zagadnienie rozwigzane przez H. S. M. Coxetera (1934)

Rozwazmy skonczong liczbe odbi¢ sy, ..., s, przestrzeni euklidesowej liniowej
(R™, (, )) i zacznijmy je ze soba sktadacl, a dalej sktadac ztozenia itd. Innymi stowy
rozwazmy grupe generowana przez symetrie sy, ..., s,, 0zn. W(sy,...,s;),
nazywang grupa symetrii. Kiedy ta grupa jest skonczona i jak jg opisac?

Uwaga: grupa symetrii nie sktada sie z samych symetrii, ale ze ztozen symetrii.
W(sy,...,s;) to najmniejsza grupa zawierajgca wszystkie symetrie s4, ..., s;.

Harold Scott MacDonald Coxeter, ,Krél geometrii” - jeden z najbardziej znanych geometréw XX wieku.



Stynne zagadnienie rozwigzane przez H. S. M. Coxetera (1934)

Rozwazmy skonczong liczbe odbi¢ sy, ..., s, przestrzeni euklidesowej liniowej
(R™, (, )) i zacznijmy je ze soba sktadacl, a dalej sktadac ztozenia itd. Innymi stowy
rozwazmy grupe generowana przez symetrie sy, ..., s,, 0zn. W(sy,...,s;),

nazywang grupa symetrii. Kiedy ta grupa jest skonczona i jak jg opisac?

Przyktady.

@ Niech 6 = 27 /m oraz niech:

cosf) —sinf 1 0
Fo = [sin& cos@}’ T= [O —1}
Wéwczas elementy grupy Hn, (tzw. grupa dihedralna) generowanej przez

symetrie T oraz Ry - T to izometrie zachowujgce n-kat foremny na
ptaszczyznie (o srodku w $rodku uktadu wspotrzednych).



Stynne zagadnienie rozwigzane przez H. S. M. Coxetera (1934)

Rozwazmy skonczong liczbe odbi¢ sy, ..., s, przestrzeni euklidesowej liniowej
(R™, (, )) i zacznijmy je ze soba sktadacl, a dalej sktadac ztozenia itd. Innymi stowy
rozwazmy grupe generowana przez symetrie sy, ..., s,, 0zn. W(sy,...,s;),

nazywang grupa symetrii. Kiedy ta grupa jest skonczona i jak jg opisac?

Przyktady.

@ Niech A3 = {(t;,...,ti_1 €R*|ty +...+ 4 = 1, t; > 0} bedzie
czworoscianem foremnym o wierzchotkach (na razie nie wiemy co to znaczy):
e; =(1,0,0,0), e»=(0,1,0,0), e3=(0,0,1,0), e4=(0,0,0,1).
Kazdej parze wierzchotkow odpowiada symetria s;;, ktéra przeprowadza i—ty
wierzchotek na j-ty, a pozostatych nie rusza. Kazda izometria zachowujgca

czworoécian A3 jest ztozeniem elementarnych symetrii. Grupa symetrii
czworoscianu, to po prostu grupa permutaciji Sy zbioru 4-elementowego.



Stynne zagadnienie rozwigzane przez H. S. M. Coxetera (1934)

Rozwazmy skonczong liczbe odbi¢ sy, ..., s, przestrzeni euklidesowej liniowej
(R™, (, )) i zacznijmy je ze soba sktadacl, a dalej sktadac ztozenia itd. Innymi stowy
rozwazmy grupe generowana przez symetrie sy, ..., s,, 0zn. W(sy,...,s;),

nazywang grupa symetrii. Kiedy ta grupa jest skonczona i jak jg opisac?

Przyktady.

o Twierdzenie: kazda skonczona grupa generowana przez obroty w R®
(w jezyku macierzy: skonczona podgrupa w SO(3)) jest

e albo grupg obrotéw lub grupa symetrii wielokgta foremnego,
e albo jedna z trzech grup symetrii zachowujacych wielosciany platonskie (!).

Prosty tekst, gdzie (z obrazkami) opowiedziane jest jakie sg te grupy odbic:
Symmetry Groups of Platonic Solids, David Newcomb:
https://dnewcomb.com/pdfs/Platonic%20Solids.pdf



Stynne zagadnienie rozwigzane przez H. S. M. Coxetera (1934)

Rozwazmy skonczong liczbe odbi¢ sy, ..., s, przestrzeni euklidesowej liniowej
(R™, (, )) i zacznijmy je ze soba sktadacl, a dalej sktadac ztozenia itd. Innymi stowy
rozwazmy grupe generowana przez symetrie sy, ..., s,, 0zn. W(sy,...,s;),

nazywang grupa symetrii. Kiedy ta grupa jest skonczona i jak jg opisac?

Ogodlne wyniki Coxetera (1934-1935)

@ Grupy odbi¢ w przestrzeni R” to tzw. grupy Coxetera, por. Discrete groups
generated by reflections, Annals of Mathematics, 35, s. 588-621, 1934.

@ (1935) Kazda skonczona grupa Coxetera jest izomorficzna z pewng grupa
odbi¢ w przestrzeni R", por. The groups determinated by the relations of the
form R? = (R;R;)k =1, R? = (R;R))% = 1, J. London Math. Soc., 10.



Stynne zagadnienie rozwigzane przez H. S. M. Coxetera (1934)

Rozwazmy skonczong liczbe odbi¢ sy, ..., s, przestrzeni euklidesowej liniowej
(R™, (, )) i zacznijmy je ze soba sktadacl, a dalej sktadac ztozenia itd. Innymi stowy
rozwazmy grupe generowana przez symetrie sy, ..., s,, 0zn. W(sy,...,s;),

nazywang grupa symetrii. Kiedy ta grupa jest skonczona i jak jg opisac?

Wazne hasta (sg zwigzane z wieloma waznymi zagadnieniami):
@ systemy pierwiastkéw (root systems), czyli szczegélne uktady odbi¢ w R”,
@ grupy odbi¢ i grupy Coxetera (m.in. wielo$cianéw foremnych w R"),
@ diagramy Coxetera-Dynkina (jeszcze do nich wrdcimy, bo sg wazne).

Zrédta:

(1) Sira Gratz: Amazing Diagrams Everywhere:
http://wwwl.maths.leeds.ac.uk/~pmtdgh/1ms2019/gratz/Introduction.
(2) Prof. Justyna Kosakowska: Grupy Coxetera i diagramy Coxetera—Dynkina
https://www-users.mat.umk.pl/~Jjustus/conf.html



Stynne zagadnienie rozwigzane przez H. S. M. Coxetera (1934)

Rozwazmy skonczong liczbe odbi¢ sy, ..., s, przestrzeni euklidesowej liniowej
(R™, (, )) i zacznijmy je ze soba sktadacl, a dalej sktadac ztozenia itd. Innymi stowy
rozwazmy grupe generowana przez symetrie sy, ..., s,, 0zn. W(sy,...,s;),
nazywang grupa symetrii. Kiedy ta grupa jest skonczona i jak jg opisac?

Diagramy Coxetera-Dynkina zwigzane z klasyfikacja skonczonych grup symetrii
(i bardzo wieloma innymi waznymi obiektami w matematyce).

Lg B



