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Twierdzenie

Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowg nad ciatem charakterystyki réznej
od 2. Wéwczas (V, h) ma baze prostopadta.

Whiosek
Dla kazdej macierzy symetrycznej A € M,(K), gdzie char(K) # 2 istnieje
kongruentna do niej macierz diagonalna D € M,(K).

| A

Twierdzenie

Niech (V, (, )) bedzie przestrzenig euklidesowg. Wéwczas (V, h) ma baze
ortonormalng A, to znaczy: G((, ), A) = I.

| A\

Kryterium Sylvestera

Symetryczna macierz nad R jest kongruentna z macierzg identycznos$ciowg wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie jej wiodgce minory gtéwne sg dodatnie.

V.




Twierdzenie (Jacobiego)

Niech (V, h) bedzie takq przestrzenig dwuliniowa, ze wiodace minory gtéwne
A; = AU) macierzy A= G(h, A) sa niezerowe, dla pewnej bazy A przestrzeni V.
Woéwczas istnieje baza B przestrzeni V taka, ze

G(h, B) = diag <A1 Bn

— e, —— dzie Ag = 1.
AO’ 7An—1>7 g 0




Twierdzenie (Jacobiego)

Niech (V, h) bedzie takq przestrzenig dwuliniowa, ze wiodace minory gtéwne
A; = AU) macierzy A= G(h, A) sa niezerowe, dla pewnej bazy A przestrzeni V.
Woéwczas istnieje baza B przestrzeni V taka, ze

G(h, B) = diag <A‘ An

— e, —— dzie Ag = 1.
AO’ 7An—1>7 g 0

Twierdzenie to pozwala w niektérych sytuacjach stosunkowo fatwo stwierdzaé czy
macierze sg kongruentne nad ciatem K (zwtaszcza jesli mozemy w ciele K
rozwazac pojecie ,znaku” elementu, o czym bedzie dalej).

Uwaga: nie musimy nic zaktadac o ciele K (wobec zatozenia A1 # 0 wiemy, ze
forma h nie jest alternujgca, a zatem (V, h) ma zawsze baze ortogonalng, nawet
jesli ciato K ma charakterystyke 2).

Idea (rozwiniemy jag kiedys): w zasadzie wykonujemy znowu ortogonalizacje G-S.



Twierdzenie (Jacobiego)
Niech (V, h) bedzie takg przestrzenig dwuliniowa, ze wiodgce minory gtéwne

A; = AU) macierzy A= G(h, A) sa niezerowe, dla pewnej bazy A przestrzeni V.
Woéwczas istnieje baza B przestrzeni V taka, ze

) Aq Ap ) .
Gh,B)=diag | —,...,— |, dzie Ag = 1.
(h, B) g <Ao Ao g 0
Dowdd. Indukcja. Zatézmy, ze istnieje baza C = (v1,...,vn) przestrzeni V, ze:
[ A1/ 0 0 h(v1,7n) |
0 A2/A1 0 h(’7277n)

G(h,C) = : : : :
0 0 AV /An—z h(7n—1 ) "Yn)
Lh(ynsv1)  h(yniv2) oo h(yn—1,70)  h(vn,7n) |




Twierdzenie (Jacobiego)

Niech (V, h) bedzie takq przestrzenig dwuliniowa, ze wiodace minory gtéwne
A; = AU) macierzy A= G(h, A) sa niezerowe, dla pewnej bazy A przestrzeni V.
Woéwczas istnieje baza B przestrzeni V taka, ze

) Aq Ap ) .
Gh B)=diag| —,....,— |, dzie Ag = 1.
(h, B) g <Ao Ao g 0
Dowdd. Indukcja. Zatézmy, ze istnieje baza C = (v1,...,vn) przestrzeni V, ze:
[ A1/Ao 0 0 h(v1,vn) ]
0 AQ/A1 ce 0 h(’)/Q, ’)’n)
G(h,C) = : E : :
0 0 AV /An—z h(7n—1 ) "Yn)
Lh(vn, 1) h(ynsv2) - h(vn—1,70)  h(vn,vn) |
Skoro W = lin(v1,...,7vn_1) jest nieosobliwa (bo A,_4 # 0) to mozna przyjac, ze

vn to niezerowy wektor z W+ (mamy wszak V = W @ W), czyli...



Twierdzenie (Jacobiego)
Niech (V, h) bedzie takg przestrzenig dwuliniowa, ze wiodgce minory gtéwne

A; = AU) macierzy A= G(h, A) sa niezerowe, dla pewnej bazy A przestrzeni V.
Woéwczas istnieje baza B przestrzeni V taka, ze

. A1 An ) .
Gh,B)=diag | —,...,— |, dzie Ag = 1.
(h, B) g <Ao Ao g 0
Dowdd. Indukcja. Zatézmy, ze istnieje baza C = (v1,...,vn) przestrzeni V, ze:

[A4/A 0 e 0 0 ]
0 No/Ay ... 0 0
0 0 oo Apq/Ap o 0

L 0 0 cee 0 h(vn, Vn)_




Twierdzenie (Jacobiego)

Niech (V, h) bedzie takq przestrzenig dwuliniowa, ze wiodace minory gtéwne
A; = AU) macierzy A= G(h, A) sa niezerowe, dla pewnej bazy A przestrzeni V.
Woéwczas istnieje baza B przestrzeni V taka, ze

G(h, B) = diag <A‘ An

— e, —— dzie Ag = 1.
AO’ 7An—1>7 g 0

Dowdd. Indukcja. Zatézmy, ze istnieje baza C = (v1,...,vn) przestrzeni V, ze:

[Ay/Ay O 0 0
0 Ao/ Aq 0 0
G(h,C) = : : : :
0 0 Ap1/Dpo O
0 0 0 h(~yn, Vn)_

Niech C = M(id)#' i det C = d. Mamy CT - A- C = G(h,C) oraz det A = A,. Zatem
d? - Ap = Ap_y - h(7n, vn). Mozemy podmieni¢ wektor v, przez d~' - v, dostajgc:




Twierdzenie (Jacobiego)

Niech (V, h) bedzie takq przestrzenig dwuliniowa, ze wiodace minory gtéwne
A; = AU) macierzy A= G(h, A) sa niezerowe, dla pewnej bazy A przestrzeni V.
Woéwczas istnieje baza B przestrzeni V taka, ze

G(h, B) = diag <A1 An

— e, —— dzie Ag = 1.
AO’ 7An—1>7 g 0

Dowdd. Indukcja. Zatézmy, ze istnieje baza C = (v1,...,vn) przestrzeni V, ze:

[A/Dy O 0 0
0 JAVYIAY 0 0
G(h,C) = E : : :
0 0 Ap1/Dp> 0

. 0 0 0 h(’Yna’Yn)/dz_




Twierdzenie (Jacobiego)

Niech (V, h) bedzie takq przestrzenig dwuliniowa, ze wiodace minory gtéwne
A; = AU) macierzy A= G(h, A) sa niezerowe, dla pewnej bazy A przestrzeni V.
Woéwczas istnieje baza B przestrzeni V taka, ze

G(h, B) = diag <A1

Ap
Do' " Apg

), gdzie Ag = 1.

Dowdd. Indukcja. Zatézmy, ze istnieje baza C = (4, . .

[A/Dy O 0 0
0 JAVYIAY 0 0
G(h,C) = E : : :
0 0 Ap1/Dp> 0
. 0 0 0 h(~yn, ’Yn)/dz_

.,Yn) przestrzeni V, ze:

Teraz jednak det M(id)gz4 =1.Zatem A, = Ap_q - W, co konczy dowdd.



Problem

Znalez¢ warunki koniecznie i dostateczne na to, by dla nad ciatem K zachodzita
kongruencja macierzy diagonalnych: diag(ay, ..., an) = diag(bs, . .., bn).




Problem

Znalez¢ warunki koniecznie i dostateczne na to, by dla nad ciatem K zachodzita
kongruencja macierzy diagonalnych: diag(ay, ..., an) = diag(bs, . .., bn).

Trywialna uwaga 1 Jesli A = diag(ay, . . ., @) oraz B = diag(a,(1), - - -, @»(n)), dla
pewnej permutacji ¢ € Sy, to jesli P jest macierzg permutacji o, to B = PT AP,
czyli:

diag(a1 yeeey an) = diag(aam, ceey ag(n)).
Innymi stowy, je$li A= G(h, A), gdzie A = («4,...,an), to dla bazy
B = (as(1); - - - » Qo(ny) Mmamy B = G(h, B).



Problem

Znalez¢ warunki koniecznie i dostateczne na to, by dla nad ciatem K zachodzita
kongruencja macierzy diagonalnych: diag(ay, ..., an) = diag(bs, . .., bn).

Trywialna uwaga 1 Jesli A = diag(ay, . . ., @) oraz B = diag(a,(1), - - -, @»(n)), dla
pewnej permutacji o € Sy, to jesli P jest macierza permutacii o, to B = PT AP,
czyli:

diag(a1 yeeey an) = diag(aam, ceey ag(n)).

Trywialna uwaga 2 Dla dowolnych ay,...,an, by #0,...,b, # 0 € K mamy:
diag(ay, ..., an) = diag(b2ay, . .., b2an).



Problem

Znalez¢ warunki koniecznie i dostateczne na to, by dla nad ciatem K zachodzita
kongruencja macierzy diagonalnych: diag(ay, ..., an) = diag(bs, . .., bn).

Trywialna uwaga 1 Jesli A = diag(ay, . . ., @) oraz B = diag(a,(1), - - -, @»(n)), dla
pewnej permutacji o € Sy, to jesli P jest macierza permutacii o, to B = PT AP,
czyli:

diag(a1 yeeey an) = diag(aam, ceey ag(n)).

Trywialna uwaga 2 Dla dowolnych ay,...,an, by #0,...,b, # 0 € K mamy:
diag(ay, ..., an) = diag(b2ay, . .., b2an).

Ciato K nazywamy kwadratowo domknietym, jesli kazdy element K jest
kwadratem pewnego elementu z K.




Jesli K jest ciatem kwadratowo domknietym oraz jesli
A =diag(ay,...,ar0,...,0) € My(K), gdzie a; # 0, to

diag(ay,...,ar,0,...,0) ~diag(1,...,1,0,...,0).
———




Jesli K jest ciatem kwadratowo domknietym oraz jesli
A =diag(ay,...,ar0,...,0) € My(K), gdzie a; # 0, to

diag(ay,...,ar,0,...,0) ~diag(1,...,1,0,...,0).
———

Dowdd. Jesli A = diag(ay,...,ar,0,...,0) € My(C), gdzie a; # 0, jest macierzg
formy hna V w bazie («4,...,an), to biorgc baze B = (p4, ... 8,) postaci:

1 .
8 = & s dai<r,
Qj, dai>r
dostajemy: G(h, B) = diag(1,...,1,0,...,0), czyli:
diag(ay,...,ar,0,...,0) ~diag(1,...,1,0,...,0).
————’



Jesli K jest ciatem kwadratowo domknietym oraz jesli
A =diag(ay,...,ar0,...,0) € My(K), gdzie a; # 0, to

diag(ay,...,ar,0,...,0) ~diag(1,...,1,0,...,0).
———

Przyktady ciat kwadratowo domknietych:
@ ciata algebraicznie domknigte,
@ ciato Z, (trudniejszy fakt: dowolne skohczone ciato charakterystyki 2).



Jesli K jest ciatem kwadratowo domknietym oraz jesli
A =diag(ay,...,ar0,...,0) € My(K), gdzie a; # 0, to

diag(ay,...,ar,0,...,0) ~diag(1,...,1,0,...,0).
———

Przyktady ciat kwadratowo domknietych:
@ ciata algebraicznie domknigte,
@ ciato Z, (trudniejszy fakt: dowolne skohczone ciato charakterystyki 2).

Jesli A, B € My(K), gdzie K jest ciatem kwadratowo domknietym charakterystyki
roznejod 2,to A~ B < r(A) = r(B).




Jesli K jest ciatem kwadratowo domknietym oraz jesli
A =diag(ay,...,ar0,...,0) € My(K), gdzie a; # 0, to

diag(ay,...,ar,0,...,0) ~diag(1,...,1,0,...,0).
———

Definicja
Na zbiorze K niezerowych elementéw ciata K definiujemy relacje réwnowaznosci:

a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy ab~' jest kwadratem w K. Zbior klas abstrakcji
K /K? ma strukture grupy z dziataniem

[a] - [6] = [ab]

nazywanej grupa klas kwadratow ciata K.




Przyktady i uwagi (informacyjnie)

@ Dla ciat kwadratowo domknietych mamy |K/K?| = 1.



Przyktady i uwagi (informacyjnie)
@ Dla ciat kwadratowo domknietych mamy |K/K?| = 1.

@ Jesli0£acR toa~1luba~ —1, czyli |[R/R?| = 2.



Przyktady i uwagi (informacyjnie)
@ Dla ciat kwadratowo domknietych mamy |K/K?| = 1.
@ Jeslio£acR,toa~1luba~ —1,czyli [R/R?| = 2.

e Jesli p, g € Q sa liczbami pierwszymi, to p ~ g <p = g, czyli |Q/Q?] = .



Przyktady i uwagi (informacyjnie)
@ Dla ciat kwadratowo domknietych mamy |K/K?| = 1.
@ Jeslio£acR,toa~1luba~ —1,czyli [R/R?| = 2.
@ Jedli p, g € Q s3 liczbami pierwszymi, to p ~ g <p = q, czyli |Q/Q?| = .

@ (%) jesli |K/K?| jest skonczona, to ma 2 elementéw, dla pewnego k.



Przyktady i uwagi (informacyjnie)
@ Dla ciat kwadratowo domknietych mamy |K/K?| = 1.
@ Jeslio£acR,toa~1luba~ —1,czyli [R/R?| = 2.
@ Jedli p, g € Q s3 liczbami pierwszymi, to p ~ g <p = q, czyli |Q/Q?| = .
@ (%) jesli |K/K?| jest skonczona, to ma 2 elementéw, dla pewnego k.

@ () Dla kazdego ciata skoficzonego K charakterystyki # 2 mamy |K/K?2| = 2.



Przyktady i uwagi (informacyjnie)
@ Dla ciat kwadratowo domknietych mamy |K/K?| = 1.
@ Jeslio£acR,toa~1luba~ —1,czyli [R/R?| = 2.
@ Jedli p, g € Q s3 liczbami pierwszymi, to p ~ g <p = q, czyli |Q/Q?| = .
@ (%) jesli |K/K?| jest skonczona, to ma 2 elementéw, dla pewnego k.
@ () Dla kazdego ciata skoficzonego K charakterystyki # 2 mamy |K/K?2| = 2.

@ (x) Rozwaza sie tzw. ciata szereg6éw formalnych (ilorazy szeregow
formalnych) o wspoétczynnikach w ciele K, ozn. K((x)). Okazuje sie, ze

K((x))/K((x))°] = 2 |K/K?|.



Przyktady i uwagi (informacyjnie)
@ Dla ciat kwadratowo domknigtych mamy |K/K?| = 1.
@ Jeslio£acR,toa~1luba~ —1,czyli [R/R?| = 2.
@ Jesdli p, g € Q s3 liczbami pierwszymi, to p ~ g <p = g, czyli |Q/Q?| = .
@ (%) jesli |K/K?| jest skonczona, to ma 2 elementéw, dla pewnego k.
@ () Dla kazdego ciata skofczonego K charakterystyki # 2 mamy |K/K?2| = 2.

@ (x) Rozwaza sie tzw. ciata szereg6éw formalnych (ilorazy szeregow
formalnych) o wspoétczynnikach w ciele K, ozn. K((x)). Okazuje sie, ze

K((x))/K((x))°] = 2 |K/K?|.

Nasz cel. Klasyfikacja macierzy kongruentnych nad ciatem K dla |K/K?| = 2.



Problem

Znalez¢ warunki koniecznie i dostateczne na to, by dla nad ciatem K zachodzita
kongruencja macierzy diagonalnych: diag(ay, ..., an) = diag(bs, . .., bn).

Uwaga. Jesli A = diag(ay,...,ar,0,...,0) € My(R), gdzie a; # 0, jest macierza
formy hna V w bazie («y,...,an), to biorac baze B = (84, ... Bn) postaci:

—_q;, dlai<r,
B = |ai
o, dai>r
dostajemy: h(G;, B;) € {—1,0,1}.



Problem

Znalez¢ warunki koniecznie i dostateczne na to, by dla nad ciatem K zachodzita
kongruencja macierzy diagonalnych: diag(ay, ..., an) = diag(bs, . .., bn).

Uwaga. Jesli A = diag(ay,...,ar,0,...,0) € My(R), gdzie a; # 0, jest macierza
formy hna V w bazie («y,...,an), to biorac baze B = (84, ... Bn) postaci:

—_q;, dlai<r,
B = |ai
o, dai>r
dostajemy: h(G;, B;) € {—1,0,1}.

Kazda symetryczna macierz o wyrazach w ciele R jest kongruentna z macierzg
diagonalng majaca na przekatnej pewng liczbe elementéw {—1,0,1}.




Nasz cel. Twierdzenie Witta o skracaniu

Niech K bedzie ciatem charakterystyki ## 2 oraz niech ay, ..., an, by, ..., bn,
c1 #0,...,cx # 0 bedg elementami K. Wtedy z kongruencji (nad K) macierzy

diag(cy,...,Ck, a1,...,an) = diag(cy,...,Ck,bq,...,bn)

wynika kongruencja (nad K) macierzy diagonalnych

diag(ai,...,an) = diag(by,..., bn).

Nasz cel. Twierdzenie o bezwtadnosci (inercji)

Niech A = diag(ay,. .., an), B = diag(by, ..., bn), gdzie a;, b; € {-1,0,1}.
Wowczas jesli macierze A, B sg kongruentne nad R, to

{iva=1}=W{i:bi=1}, Hirai=-1}=[{i:b=-1}




Niech h bedzie formg dwuliniowg na przestrzeni V oraz niech H bedzie forma
dwuliniowg na izomorficznej z V przestrzeni W. I1zomorfizm i : V — W nazwiemy
izometrig przestrzeni (V, h) i (W, H'), jesli dla kazdych x,y € U mamy:

h(x,y) = K (i(x),i(y))-




Definicja

Niech h bedzie formg dwuliniowg na przestrzeni V oraz niech H bedzie forma
dwuliniowg na izomorficznej z V przestrzeni W. I1zomorfizm i : V — W nazwiemy
izometrig przestrzeni (V, h) i (W, H'), jesli dla kazdych x,y € U mamy:

h(x,y) = K (i(x),i(y))-

Jesli istnieje izometria (V, h) i (W, }), wéwczas przestrzenie/formy te nazywamy
izometrycznymi lub rownowaznymi, ozn. (V, h) = (W, K).




Definicja
Niech h bedzie formg dwuliniowg na przestrzeni V oraz niech H bedzie forma

dwuliniowg na izomorficznej z V przestrzeni W. I1zomorfizm i : V — W nazwiemy
izometrig przestrzeni (V, h) i (W, H'), jesli dla kazdych x,y € U mamy:

h(x,y) = K (i(x),i(y))-

Jesli istnieje izometria (V, h) i (W, }), wéwczas przestrzenie/formy te nazywamy
izometrycznymi lub rownowaznymi, ozn. (V, h) = (W, K).

Przyktady:

@ id oraz —id,

@ obrétw (2, (, )st),

@ symetria prostopadta (V, h) wzgledem podprzestrzeni nieosobliwej W,
@ ztozenie dowolnej liczby izometrii.



Definicja
Niech h bedzie formg dwuliniowg na przestrzeni V oraz niech H bedzie forma

dwuliniowg na izomorficznej z V przestrzeni W. I1zomorfizm i : V — W nazwiemy
izometrig przestrzeni (V, h) i (W, H'), jesli dla kazdych x,y € U mamy:

h(x,y) = K (i(x),i(y))-

Jesli istnieje izometria (V, h) i (W, }), wéwczas przestrzenie/formy te nazywamy
izometrycznymi lub rownowaznymi, ozn. (V, h) = (W, K).

Idea: izometria dokonuje ,transportu” struktury dwuliniowej z V do W.

Fakt - prosze udowodni¢ samodzielnie!

Niech (V, h) oraz (W, i) beda skonczenie wymiarowe i niech A= G(h, A),
B = G(H, B), gdzie A, B sg jakimikolwiek bazami V, W. Wéwczas:

(V,h) = (W,H) < A=B.




Pierwsza wersja twierdzenia Witta o przedtuzaniu izometrii

Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowag nad ciatem charakterystyki # 2. Jesli
u, w € V sg wektorami nieizotropowymi i h(u, u) = h(w, w), to istnieje taka
izometria przestrzeni i : (V,h) — (V,h), ze i(u) = w.




Pierwsza wersja twierdzenia Witta o przedtuzaniu izometrii

Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowag nad ciatem charakterystyki # 2. Jesli
u, w € V sg wektorami nieizotropowymi i h(u, u) = h(w, w), to istnieje taka
izometria przestrzeni i : (V,h) — (V,h), ze i(u) = w.

Dowdd. Gdy u = w teza jest jasna. Niech u # w.
@ Mamy h(u, u) = h(w, w), wiec h(u — w,u+ w) = 0.




Pierwsza wersja twierdzenia Witta o przedtuzaniu izometrii

Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowag nad ciatem charakterystyki # 2. Jesli
u, w € V sg wektorami nieizotropowymi i h(u, u) = h(w, w), to istnieje taka
izometria przestrzeni i : (V,h) — (V,h), ze i(u) = w.

Dowdd. Gdy u = w teza jest jasna. Niech u # w.
@ Mamy h(u, u) = h(w, w), wiec h(u — w,u+ w) = 0.
e Mamy wigc (byto) u= S(u—w) + L(u+ w).



Pierwsza wersja twierdzenia Witta o przedtuzaniu izometrii

Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowag nad ciatem charakterystyki # 2. Jesli
u, w € V sg wektorami nieizotropowymi i h(u, u) = h(w, w), to istnieje taka
izometria przestrzeni i : (V,h) — (V,h), ze i(u) = w.

Dowdéd. Gdy u = w teza jest jasna. Niech u # w.
@ Mamy h(u, u) = h(w, w), wiec h(u — w,u+ w) = 0.
e Mamy wigc (byto) u= S(u—w) + L(u+ w).
@ Jesli u + w jest nieizotropowy, to symetria prostopadta V wzgledem
podprzestrzeni nieosobliwej lin(u + w) przeprowadza u — w.



Pierwsza wersja twierdzenia Witta o przedtuzaniu izometrii

Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowag nad ciatem charakterystyki # 2. Jesli
u, w € V sg wektorami nieizotropowymi i h(u, u) = h(w, w), to istnieje taka
izometria przestrzeni i : (V,h) — (V,h), ze i(u) = w.

Dowdéd. Gdy u = w teza jest jasna. Niech u # w.
@ Mamy h(u, u) = h(w, w), wigc h(u — w,u+ w) = 0.
e Mamy wigc (byto) u= S(u—w) + L(u+ w).
@ Jesli u + w jest nieizotropowy, to symetria prostopadta V wzgledem
podprzestrzeni nieosobliwej lin(u + w) przeprowadza u — w.

@ Jesli u — w jest nieizotropowy, to symetria prostopadta V wzgledem
podprzestrzeni nieosobliwej lin(u — w) przeprowadza u — —w, a zatem
ztozenie tej symetrii z — id to izometria V przeprowadzajgca u — w.



Pierwsza wersja twierdzenia Witta o przedtuzaniu izometrii

Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowag nad ciatem charakterystyki # 2. Jesli
u, w € V sg wektorami nieizotropowymi i h(u, u) = h(w, w), to istnieje taka
izometria przestrzeni i : (V,h) — (V,h), ze i(u) = w.

Dowdéd. Gdy u = w teza jest jasna. Niech u # w.
@ Mamy h(u, u) = h(w, w), wigc h(u — w,u+ w) = 0.
e Mamy wigc (byto) u= S(u—w) + L(u+ w).
@ Jesli u + w jest nieizotropowy, to symetria prostopadta V wzgledem
podprzestrzeni nieosobliwej lin(u + w) przeprowadza u — w.

@ Jesli u — w jest nieizotropowy, to symetria prostopadta V wzgledem
podprzestrzeni nieosobliwej lin(u — w) przeprowadza u — —w, a zatem
ztozenie tej symetrii z — id to izometria V przeprowadzajgca u — w.

@ Skoro u, w s3 nieizotropowe, to jeden z wektoréow u — w lub u + w tez, bo:
h(u—w,u—w)+ h(u+ w,u+ w) =2h(u,u) + 2h(w, w) = 4h(u, u) # 0.



Dowdd twierdzenia Witta o skracaniu.
@ Zacznijmy od dowodu ponizszej implikacji (dla ¢ # 0):
diag(c, ay, . .., an) = diag(c, by, . .., bp) = diag(ay, ...

5 an) = dlag(b1 goen



Dowdd twierdzenia Witta o skracaniu.

@ Zacznijmy od dowodu ponizszej implikacji (dla ¢ # 0):

diag(c, ay, . .., an) = diag(c, by, ..., bn) = diag(ay, ..., an) = diag(by, ...

@ Lewa strona powyzszej implikacji oznacza, ze na K™+ istnieje forma

dwuliniowa h oraz bazy ortogonalne A = {«, a1, ..., an}, B={p, 1, ..

takie, ze G(h, A) = diag(c, a1, .. ., an), G(h, B) = diag(c, b, .. ., bp).



Dowdd twierdzenia Witta o skracaniu.

@ Zacznijmy od dowodu ponizszej implikacji (dla ¢ # 0):

diag(c, ay, . .., an) = diag(c, by, ..., bn) = diag(ay, ..., an) = diag(by, ...

@ Lewa strona powyzszej implikacji oznacza, ze na K™+ istnieje forma

dwuliniowa h oraz bazy ortogonalne A = {«, a1, ..., an}, B={p, 1, ..

takie, ze G(h, A) = diag(c, a1, .. ., an), G(h, B) = diag(c, b, .. ., bp).

abn)-

7ﬁn}

@ W szczegdlnosci h(«, o) = h(B, 5) = ¢ # 0, czyli z twierdzenie o przedtuzaniu

izometrii istnieje izometria i : (K™1, h) — (K™, h), ze i(a) = 5.



Dowdd twierdzenia Witta o skracaniu.

@ Zacznijmy od dowodu ponizszej implikacji (dla ¢ # 0):

diag(c, ay, . .., an) = diag(c, by, ..., bn) = diag(ay, ..., an) = diag(by, ...

@ Lewa strona powyzszej implikacji oznacza, ze na K™+ istnieje forma

dwuliniowa h oraz bazy ortogonalne A = {«, a1, ..., an}, B={p, 1, ..

takie, ze G(h, A) = diag(c, a1, .. ., an), G(h, B) = diag(c, b, .. ., bp).
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@ W szczegdlnosci h(«, o) = h(B, 5) = ¢ # 0, czyli z twierdzenie o przedtuzaniu

izometrii istnieje izometria i : (K™1, h) — (K™, h), ze i(a) = 5.

@ Poniewaz i zachowuje prostopadto$¢ wektorow, mamy i(lin(a)*) = lin(8)*.

Zatem ifiqy L jest izometria.



Dowdd twierdzenia Witta o skracaniu.
@ Zacznijmy od dowodu ponizszej implikacji (dla ¢ # 0):
diag(c, ay, ..., an) = diag(c, by, ..., by) = diag(ay, ..., an) = diag(b, ..., bn).

@ Lewa strona powyzszej implikacji oznacza, ze na K™+ istnieje forma
dwuliniowa h oraz bazy ortogonalne A = {«, a1, ...,an}, B={8,51,...,5n}
takie, ze G(h, A) = diag(c, a1, ..., an), G(h, B) = diag(c, by, ..., bp).

@ W szczegdlnosci h(«, o) = h(B, 5) = ¢ # 0, czyli z twierdzenie o przedtuzaniu
izometrii istnieje izometria i : (K", h) — (K™, h), ze i(a) = B.

@ Poniewaz i zachowuije prostopadto$¢ wektorow, mamy i(lin(a)*) = lin(3)*.
Zatem ifiqy L jest izometria.

@ Zdrugiej strony lin(a)* = lin(ay, ..., ap),lin(8)* = lin(B4, ..., Bn). A zatem
mamy bazy prostopadte izometrycznych przestrzeni, w ktérych odpowiednio
obciete h majg macierze diag(ay, . .., an) = diag(by, .. ., by). Dalej indukcja...



Twierdzenie Witta o przedtuzaniu izometrii

Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowag nad ciatem charakterystyki # 2. Jesli
U, W C V sa nieosobliwymi podprzestrzeniami przestrzeni V oraz jesliip : U — W
jest izometrig, to istnieje przedtuzenie izometrii iy do izometrii i na V, tzn. i|y = fp.

Dowdd - ¢wiczenie.



Twierdzenie Witta o przedtuzaniu izometrii

Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowag nad ciatem charakterystyki # 2. Jesli
U, W C V sa nieosobliwymi podprzestrzeniami przestrzeni V oraz jesliip : U — W
jest izometrig, to istnieje przedtuzenie izometrii iy do izometrii i na V, tzn. i|y = fp.

Dowdd - ¢wiczenie.

Twierdzenia o przedtuzaniu rozmaitych przeksztatcen majg bardzo wazne miejsce
w matematyce. Przyktady (beda na dalszych latach).

@ (topologia) lemat Tietzego o przedtuzaniu przeksztatcenia ciggtego
z podzbioru domknigtego przestrzeni metrycznej,

@ (analiza funkcjonalna) twierdzenie Hahna-Banacha o przedtuzaniu
funkcjonatéw ograniczonych na przestrzeni unormowanej,

@ (analiza wielowymiarowa) twierdzenie Whitneya (mniej wiecej) o przedtuzaniu
funkcji na zbiorze domknietym tak, by miata ona z géry zadane pochodne,

@ (teoria miary) twierdzenie Carathéodory’ego o konstrukcji miary itd.



Dowdd twierdzenia o bezwtadnos$ci (wersja rzeczywista).

@ Niech A =diag(ay, ..., an), B=diag(by,..., by) bedg kongruentnymi
macierzami diagonalnymi nad R. Mozemy zatozy¢, ze a;, b € {—1,1}.



Dowdd twierdzenia o bezwtadnos$ci (wersja rzeczywista).
@ Niech A =diag(ay, ..., an), B=diag(by,..., by) bedg kongruentnymi
macierzami diagonalnymi nad R. Mozemy zatozy¢, ze a;, b € {—1,1}.
@ Zgodnie z Trywialng Uwagg 1 mozemy zaktadac, ze jesli a; = 1 oraz g; = —1,
to i < j, podobnie dla macierzy B.



Dowdd twierdzenia o bezwtadnos$ci (wersja rzeczywista).

@ Niech A =diag(ay, ..., an), B=diag(by,..., by) bedg kongruentnymi
macierzami diagonalnymi nad R. Mozemy zatozy¢, ze a;, b € {—1,1}.

@ Zgodnie z Trywialng Uwagg 1 mozemy zaktadac, ze jesli a; = 1 oraz g; = —1,
to i < j, podobnie dla macierzy B.

@ Jedli |{i: a=1}| #0,toréwniez |{i : bj = 1}| # 0. W przeciwnym razie z
postaci macierzy B wynika, ze h(u, u) < 0, dla dowolnego u € R”, gdzie
A = G(h, st), co prowadzi do sprzecznosci.



Dowdd twierdzenia o bezwtadnos$ci (wersja rzeczywista).

@ Niech A =diag(ay, ..., an), B=diag(by,..., by) bedg kongruentnymi
macierzami diagonalnymi nad R. Mozemy zatozy¢, ze a;, b € {—1,1}.

@ Zgodnie z Trywialng Uwagg 1 mozemy zaktadac, ze jesli a; = 1 oraz g; = —1,
to i < j, podobnie dla macierzy B.

@ Jedli |{i: a=1}| #0,toréwniez |{i : bj = 1}| # 0. W przeciwnym razie z
postaci macierzy B wynika, ze h(u, u) < 0, dla dowolnego u € R”, gdzie
A = G(h, st), co prowadzi do sprzecznosci.

@ Jesli|{i:a =1} > |{i: bj=1}| > 0, to na mocy twierdzenia Witta
o skracaniu istniejg s, r takie, ze:

diag(1,...,1,—1,...,—1) = diag(—1,...,—1),
N’ N/

N——
S r S+r

co prowadzi do sprzecznosci, jak wyzej.



Dowdd twierdzenia o bezwtadnos$ci (wersja rzeczywista).

@ Niech A =diag(ay, ..., an), B=diag(by,..., by) bedg kongruentnymi
macierzami diagonalnymi nad R. Mozemy zatozy¢, ze a;, b € {—1,1}.

@ Zgodnie z Trywialng Uwagg 1 mozemy zaktadac, ze jesli a; = 1 oraz g; = —1,
to i < j, podobnie dla macierzy B.

@ Jedli |{i: a=1}| #0,toréwniez |{i : bj = 1}| # 0. W przeciwnym razie z
postaci macierzy B wynika, ze h(u, u) < 0, dla dowolnego u € R”, gdzie
A = G(h, st), co prowadzi do sprzecznosci.

@ Jesli|{i:a =1} > |{i: bj=1}| > 0, to na mocy twierdzenia Witta
o skracaniu istniejg s, r takie, ze:

diag(1,...,1,—1,...,—1) = diag(—1,...,—1),
N’ N/

N——
S r S+r

co prowadzi do sprzecznosci, jak wyze;.
@ Stad |{i:a =1} =|{i:bj=1} oraz |{i:a =1} = |{i: bj= —1}|.



Definicja
Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowg nad ciatem R. Sygnaturag
przestrzeni (V, h) (albo formy dwuliniowej h) nazywamy liczbe

{i-ai=1} - |{i:a=-1}]

-~

r+(h) r=(h)

gdzie diag(ay, . . ., an) jest macierzg h. Sygnature oznaczamy s(V, h) lub s(h).

Sygnatura macierzy symetrycznej A € M,(R) nazywamy sygnature formy
dwuliniowej h : R"” x R" — R zadanej warunkiem G(h; st) = A. Sygnature
macierzy A oznaczamy s(A). Wiec s(A) to liczba dodatnich — liczba ujemnych
wyrazow na przekatnej w macierzy diagonalnej kongruentnej do macierzy A.




Definicja
Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowg nad ciatem R. Sygnaturag
przestrzeni (V, h) (albo formy dwuliniowej h) nazywamy liczbe

{i-ai=1} - |{i:a=-1}]

-~

r+(h) r=(h)

gdzie diag(ay, - . ., an) jest macierzg h. Sygnature oznaczamy s(V, h) lub s(h).

Sygnatura macierzy symetrycznej A € M,(R) nazywamy sygnature formy
dwuliniowej h : R"” x R" — R zadanej warunkiem G(h; st) = A. Sygnature
macierzy A oznaczamy s(A). Wiec s(A) to liczba dodatnich — liczba ujemnych
wyrazow na przekatnej w macierzy diagonalnej kongruentnej do macierzy A.

| \

Whiosek

Niech A, B € M,(R) beda symetryczne. Wéwczas A = B wtedy i tylko wtedy, gdy
r(A) = r(B) oraz s(A) = s(B).




Definicja

Ciato K nazywa sie:

@ formalnie rzeczywistym, jesli element —1 € K nie jest sumg kwadratéw
elementéw ciata K,

@ nierzeczywistym, jedli K nie jest formalnie rzeczywiste,

@ uporzadkowanym, jesli na K jest okreslona relacja >, zwana porzadkiem,
0 nastepujgcych wtasnosciach, dla kazdych a, b, ¢ € K:

e przechodnio$¢:
a>bib>c=a>c,

e trychotomia
a>balboa=>balbob> a,

@ zgodno$¢ z dodawaniem i mnozeniem:

a>b=a+c>b+c, a>bic>0= ac> bc.




Przyktady i uwagi (sg to w zasadzie niezbyt trudne ¢wiczenia)

@ Kazde ciato charakterystyki p # 0 jest nierzeczywiste, bo —1 = (p — 1) - 12.



Przyktady i uwagi (sg to w zasadzie niezbyt trudne ¢wiczenia)

@ Kazde ciato charakterystyki p # 0 jest nierzeczywiste, bo —1 = (p — 1) - 12.

@ Kazde ciato kwadratowo domkniete jest nierzeczywiste.



Przyktady i uwagi (sg to w zasadzie niezbyt trudne ¢wiczenia)

@ Kazde ciato charakterystyki p # 0 jest nierzeczywiste, bo —1 = (p — 1) - 12.

@ Kazde ciato kwadratowo domkniete jest nierzeczywiste.

@ Jesli K jest ciatem formalnie rzeczywistym i |K/K?| = 2, to relacja
a>bsa-bek?

zadaje na K strukture ciata uporzadkowanego. Elementy a > 0 nazywamy
dodatnimi (w porzgdku >), zas$ elementy a < 0 nazywamy ujemnymi.



Przyktady i uwagi (sg to w zasadzie niezbyt trudne ¢wiczenia)

@ Kazde ciato charakterystyki p # 0 jest nierzeczywiste, bo —1 = (p — 1) - 12.

@ Kazde ciato kwadratowo domkniete jest nierzeczywiste.

@ Jesli K jest ciatem formalnie rzeczywistym i |K/K?| = 2, to relacja
a>bsa-bek?

zadaje na K strukture ciata uporzadkowanego. Elementy a > 0 nazywamy
dodatnimi (w porzgdku >), zas$ elementy a < 0 nazywamy ujemnymi.

@ () Jedli K jest ciatem formalnie rzeczywistym i |K/K2| = 2, to dla macierzy
symetrycznych nad tym ciatem zachodzi twierdzenie o bezwtadnosci.



Przyktady i uwagi (sg to w zasadzie niezbyt trudne ¢wiczenia)

@ Kazde ciato charakterystyki p # 0 jest nierzeczywiste, bo —1 = (p — 1) - 12.
@ Kazde ciato kwadratowo domkniete jest nierzeczywiste.

@ Jesli K jest ciatem formalnie rzeczywistym i |K/K?| = 2, to relacja
a>bea—beK?

zadaje na K strukture ciata uporzadkowanego. Elementy a > 0 nazywamy
dodatnimi (w porzgdku >), zas$ elementy a < 0 nazywamy ujemnymi.

@ () Jedli K jest ciatem formalnie rzeczywistym i |K/K2| = 2, to dla macierzy
symetrycznych nad tym ciatem zachodzi twierdzenie o bezwtadnosci.

@ (x) Jesli K jest ciatem nierzeczywistym o charakterystyce # 2 oraz
|K/K?| = 2 (np. ciato skoficzone charakterystyki # 2), to macierze
symetryczne nad K sg kongruentne wtedy i tylko wtedy, gdy ich rzedy oraz
tzw. wyrézniki (wyznaczniki modulo kwadrat z ciata K) sa rowne.



