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Na ostatnim wyktadzie:

réwnania i uktady réwnan liniowych o wspétczynnikach rzeczywistych,
uktady réwnowazne,

rozwigzanie ogéline,

macierze, macierze uktadéw réwnan liniowych,

posta¢ schodkowa i posta¢ schodkowa zredukowana macierzy,

operacje elementarne na wierszach,

zapowiedz tematu: ciata, wprowadzenie do ciat reszt modulo liczba pierwsza.



Rola wspotczynnikow w uktadach réwnan liniowych

Do tej pory wspétczynnikami rownania liniowego U postaci
aiXy+axo+...+anxn=>0b

byly liczby rzeczywiste, czyli a1, ao, . . ., an, b € R. W takiej sytuacji sprawdzamy, ze

liczby s4, ..., s, sg rozwigzaniem réwnania przez wykonanie operacji dodawania
i mnozenia w R postaci: a; - 8y + as - So + ... + an - Sp 2gdajac, by wynikiem byto b.

Czy zamiast R z operacjami + oraz - mozna rozwazac uktady réwnan liniowych,
gdzie wspoétczynnikami sg inne zbiory X z innymi operacjami dodawania i
mnozenia H, X?



Definicja 1.

Niech X bedzie zbiorem. Przez X2 rozumie¢ bedziemy zbidr ciggéw postaci
(x1, X2), gdzie x1, xo € X. Dziataniem dwuargumentowym w zbiorze X
nazywamy kazdg funkcje w : X? — X.
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Dziataniem dwuargumentowym na zbiorze liczb naturalnych nie jest odejmowanie,

bonp.1-3¢N.




Definicja 2.

Niech * : X?> — X bedzie dziataniem dwuargumentowym na zbiorze X. Méwimy,
ze x jest dziataniem:

@ tacznym, jesli dla kazdych a,b,c € X mamy (axb) x ¢ = ax* (bx*c),
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Definicja 2.
Niech * : X? — X bedzie dziataniem dwuargumentowym na zbiorze X. Méwimy,
ze * jest dziataniem:

@ facznym, jesli dla kazdych a,b,c € X mamy (a* b)*c=ax (bxc),

@ przemiennym, jesli dla kazdych a,b € X mamy ax b= b x a.

Przyktady:
@ dziatanie af b = & + b® na zbiorze R nie jest taczne, bo:
(182)H3=34,zas§ 1H (2B 3) = 170.
@ dziatanie alH b = a+ b+ ab na zbiorze R jest fgczne i przemienne,
@ dziatanie a¥ b = aP na zbiorze R.. nie jest przemienne,
@ ztozenie w zbiorze bijekcji (czyli 1-1 i ,na”) zbioru R nie jest przemienne.



Gdy operacje nie maja istotnych wtasnosci...

@ Niech X, bedzie zbiorem ztozonym ze wszystkich stow ztozonych z liter a, b,
np. a, aaa, abaa, bbba oraz stowa pustego e,
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Gdy operacje nie maja istotnych wtasnosci...

@ Niech X, bedzie zbiorem ztozonym ze wszystkich stow ztozonych z liter a, b,
np. a, aaa, abaa, bbba oraz stowa pustego e,

e WX, , wprowadzamy dziatanie dwuargumentowe (tzw. konkatenacjg) -
postaci wy - Wo = wyWo, Np. aba - bb = ababb lub ¢ - abb = abb.
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@ W P(Xx,p) wprowadzamy dziatanie + oznaczajgce sume mnogosciowg
zbioréw, np. {aba, bb, ab} + {a, aa, bb} = {aba, bb, ab, a, aa}.

@ W P(Xx,p) wprowadzamy dziatanie - zdefiniowane w nastepujgcy sposob.

Zbiér A - B ztozony jest ze stéw postaci a- b, gdzie a€ A, b € B. Np.
{aba, bb, ab}-{a, aa, bb} = {abaa, abaaa, ababb, bba, bbaa, bbbb, aba, abbb}

@ Rozwazamy réwnania liniowe o wspétczynnikach w P(X ), np:
{a,aa} - x1 + {bb} - xo = {ab, aab, bbb, aaab},

ktérego rozwigzaniem sa elementy P(X,p), czyli: x; = {b, ab}, xo = {b}.
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Gdy operacje nie maja istotnych wtasnosci...
@ Strona, z ktérej piszemy wspétczynniki. Rownania:
{a} - xy = {abaa}, xi-{a} = {abaa}
majg rézne rozwigzania! Przyczyna — nieprzemiennos¢ dziatania -.

@ Brak elementéw przeciwnych i odwrotnych. Majac uktad:

{a} - x; = {abaa}
{a} - x; = {aba}.

nie sprowadzimy jego *macierzy* do postaci schodkowej lub zredukowanej,
co utrudnia sprawdzanie kiedy jest on sprzeczny!

@ Uktady jednorodne nie majg sensu. Trudno$¢ z opisem rozwigzan.



Definicja 3.

Ciatem nazywamy piatke (K, H, X, 0, 1), gdzie K jest zbiorem przynajmniej
dwuelementowym z wyr6znionymi elementami 0 # 1, zwanymi zerem i jedynka,
za$ t, X sg dwuargumentowymi dziataniami zwanymi dodawaniem i mnozeniem,
spetniajgcymi nastepujace aksjomaty ciata:

1) (aBb)Hc=aH(bHCc) Vab.cek taczno$¢ dodawania

2) adHb=bHa Vabek przemiennos¢ dodawania
3) aHO=a=0Ha Vack wiasnos¢ elementu 0

4) aBHb=0=bHa VackIbek element przeciwny

5 (akb)Xc=aK(bXc) Vab.cek taczno$¢ mnozenia

6) akb=bKa Vabek przemienno$¢é mnozenia
7) ak1=1XKa=a Vack wtasno$é elementu 1

8 akb=bXa=1 Vack\{0}3bek 0dwrotnos¢ dla a # 0

9) aX(bHc)=(aXkb)BH(aXKc) Vapcek rozdzielno$¢ X wzgl. B




Elementy: przeciwny i odwrotny.

Niech K bedzie ciatem. Dla kazdego elementu a € K istnieje doktadnie jeden
element przeciwny do a. Dla kazdego niezerowego elementu b € K istnieje
doktadnie jeden element odwrotny do b.
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Elementy: przeciwny i odwrotny.

Niech K bedzie ciatem. Dla kazdego elementu a € K istnieje doktadnie jeden
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doktadnie jeden element odwrotny do b.

Dowdd (istnienia doktadnie jednego elementu przeciwnego). Zatézmy przeciwnie,
ze dla pewnych elementéw x, x’ ciata K mamy af x = 0 = af x’. Korzystamy
dalej z aksjomatéw ciata i powyzszej rownosci:

x =xH0 (aksjomat 3 - wt. elementu 0)
=xH(aBx’) (rownos¢ wyzej)
= (xHBa)Bx" (aksjomat 1 -tgcznos¢ B)
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(

=X aksjomat 3 - wt. elementu 0)
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Uwaga. W dalszym ciggu, o ile nie prowadzi to do nieporozumien, wprowadzamy
nastepujgce umowy:

@ dodawanie w ciele K oznaczamy jako +,

@ mnozenie w ciele K oznaczamy jako -,

@ znak mnozenia moze by¢ pomijany,

@ dla liczby catkowitej dodatniej n oraz a € K przyjmujemy:



Elementy: przeciwny i odwrotny.

Definicja 4.

Niech K bedzie ciatem.
@ Element przeciwny do elementu a oznaczamy jako —a.
@ Element odwrotny do elementu a # 0 oznaczamy jako a~' lub 15

Uwaga: Zamiast pisa¢ a+ (—b) piszemy a — b, a zamiast ab~' piszemy 2.



Elementy: przeciwny i odwrotny.

Definicja 4.

Niech K bedzie ciatem.
@ Element przeciwny do elementu a oznaczamy jako —a.
@ Element odwrotny do elementu a # 0 oznaczamy jako a~' lub 15

Uwaga: Zamiast pisa¢ a + (—b) piszemy a — b, a zamiast ab~" piszemy 2.

Przyktadowe wiasnosci (dowody korzystajg ponownie z aksjomatow):
o —(—x)=x,
o (—x)y =—(xy)=x(-y)
° (—x)(=y) =xy,
o (y )y '=ydlay#o0.



Dodawanie i domnazanie elementu do rownosci

Fakt 2.
Niech K bedzie ciatem oraz x, y, z, g — elementami ciata K, przy czym q # 0.
Wobwczas:
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Wobwczas:

1) x+y=x+2z implkue y=2z




Dodawanie i domnazanie elementu do rownosci

Fakt 2.
Niech K bedzie ciatem oraz x, y, z, g — elementami ciata K, przy czym q # 0.
Wobwczas:

1) x+y=x+2z implkue y=2z
2) X+y=x implikuie  y =0




Dodawanie i domnazanie elementu do rownosci

Fakt 2.
Niech K bedzie ciatem oraz x, y, z, g — elementami ciata K, przy czym q # 0.
Wobwczas:

1) x+y=x+2z implkue y=2z
2) X+y=x implikuie  y =0
3) gx=qy implikuje x =y




Dodawanie i domnazanie elementu do rownosci

Fakt 2.
Niech K bedzie ciatem oraz x, y, z, g — elementami ciata K, przy czym q # 0.
Wobwczas:

1) x+y=x+2z implkue y=2z
2) X+y=x implikuie  y =0
3) gx=qy implikuje x =y
4) qv=q implikuje  y =1




Dodawanie i domnazanie elementu do rownosci

Fakt 2.

Niech K bedzie ciatem oraz x, y, z, g — elementami ciata K, przy czym q # 0.
Wobwczas:

1) x+y=x+2z implikuje
2) x+y=x implikuje
3) gx=qy implikuje
4)
5)

< XXX
I
—-< ON

qQy=q implikuje
0-x=0




Dodawanie i domnazanie elementu do rownosci

Fakt 2.

Niech K bedzie ciatem oraz x, y, z, g — elementami ciata K, przy czym q # 0.
Wobwczas:

1) x+y=x+2z implkue y=z

2) x+y=x implikuje y =0

3) gx=qy implikuje x=y

4) qy=q implikuje y =1

5 0-x=0

6) xy=0 implikuje x=0Iub y =0.




Definicja 5.
@ Niech X = {x1, ..., xn} bedzie zbiorem skonczonym. Réwnanie liniowe na
zbiorze zmiennych X o wspoétczynnikach w ciele K to wyrazenie postaci

aiXy + a@Xo + ...+ anXn = b, gdzie ay, a,...,an, b € K. (1)
Rozwigzanie powyzszego rownania to ciag s1, Sz . .. Sp € K taki, ze

ai181 + asS>+...+apsp = b.
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@ Niech X = {x1, ..., xn} bedzie zbiorem skonczonym. Réwnanie liniowe na
zbiorze zmiennych X o wspoétczynnikach w ciele K to wyrazenie postaci
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Rozwigzanie powyzszego rownania to ciag s1, Sz . .. Sp € K taki, ze
ai181 + asS>+...+apsp = b.

@ Niech U bedzie réwnaniem (1). Dla kazdego A € K przez AU okreslamy
rownanie:
A-a@iXy+X-axo+...+X-apxp=X\-b.




Definicja 5.
@ Niech X = {x1, ..., xn} bedzie zbiorem skonczonym. Réwnanie liniowe na
zbiorze zmiennych X o wspoétczynnikach w ciele K to wyrazenie postaci

aiXy + a@Xo + ...+ anXn = b, gdzie ay, a,...,an, b € K. (1)
Rozwigzanie powyzszego rownania to ciag s1, Sz . .. Sp € K taki, ze
ai181 + asS>+...+apsp = b.

@ Niech U bedzie réwnaniem (1). Dla kazdego A € K przez AU okreslamy
rownanie:
A-a@iXy+X-axo+...+X-apxp=X\-b.

@ Niech U’ bedzie réwnaniem postaci & x1 + a&xz + ... + a,x, = b/, dla
pewnych &,,...,a,, b’ € K. Przez U + U’ rozumie¢ bedziemy réwnanie:

(a1 +a&)x1 +(a+a)x+...+(an+a)xn=b+0b.




Niech K bedzie ciatem. Jesli (s, ..., Sp) jest rozwigzaniem réwnan liniowych U;
oraz U, gdzie s4,..., 8y € K, to jest tez rozwigzaniem kazdego réwnania postaci:

AUy + Xalb, gdzie M\, Ao € K.

Dowéd.
@ Niech Uy :aixy +...+anxp=boraz Us : & xy + ...+ axp="0.



Niech K bedzie ciatem. Jesli (s, ..., Sp) jest rozwigzaniem réwnan liniowych U;
oraz U, gdzie s4,..., 8y € K, to jest tez rozwigzaniem kazdego réwnania postaci:

AUy + Xalb, gdzie M\, Ao € K.

Dowéd.
@ Niech Uy :aixy +...+anxp=boraz Us : & xy + ...+ axp="0.
@ Mamy a8y + ...+ apsp=borazad;s;+...+ a,sn ="



Niech K bedzie ciatem. Jesli (s, ..., Sp) jest rozwigzaniem réwnan liniowych U;
oraz U, gdzie s4,..., 8y € K, to jest tez rozwigzaniem kazdego réwnania postaci:

AUy + Xalb, gdzie M\, Ao € K.

Dowadd.
@ Niech Uy :aixy +...+anxp=boraz Us : & xy + ...+ axp="0.
@ Mamy a8y + ...+ apsp=borazad;s;+...+ a,sn ="
@ Dla dowolnych A, A2 € K mamy:

A @181+ ...+ A -asp =\ - b, /\2-81131—I—...—l—)\g-alnSn:)\g'b/.



Niech K bedzie ciatem. Jesli (s, ..., Sp) jest rozwigzaniem réwnan liniowych U;
oraz U, gdzie s4,..., 8y € K, to jest tez rozwigzaniem kazdego réwnania postaci:

AUy + Xalb, gdzie M\, Ao € K.

Dowadd.
@ Niech Uy :aixy +...+anxp=boraz Us : & xy + ...+ axp="0.
@ Mamy a8y + ...+ apsp=borazad;s;+...+ a,sn ="
@ Dla dowolnych A, A2 € K mamy:

A @181+ ...+ A -asp =\ - b, /\2-81131—I—...—l—)\g-alnSn:)\g'b/.

@ Azatem (Aar + A2d))s1 + ... + (Man + Aod,)sp = AMb+ \ob'.



Niech K bedzie ciatem. Jesli (s, ..., Sp) jest rozwigzaniem réwnan liniowych U;
oraz U, gdzie s4,..., 8y € K, to jest tez rozwigzaniem kazdego réwnania postaci:

AUy + Xalb, gdzie M\, Ao € K.

Dowadd.
@ Niech Uy :aixy +...+anxp=boraz Us : & xy + ...+ axp="0.
@ Mamy a8y + ...+ apsp=borazad;s;+...+ a,sn ="
@ Dla dowolnych A, A2 € K mamy:

A @181+ ...+ A -asp =\ - b, /\2-81131—I—...—l—)\g-alnSn:)\g'b/.

@ Azatem (Aar + A2d))s1 + ... + (Man + Aod,)sp = AMb+ \ob'.
@ A zatem sq,..., s, jest rozwigzaniem Aq Uy + Ao Us.



Uwaga. Wszystkie definicje z poprzedniego wyktadu: uktadu réwnan, macierzy,
macierzy uktadu, rozwigzania ogélnego itd. rozwaza¢ mozna w oparciu o uktady
ztozone z rownan liniowych o wspétczynnikach w dowolnym (ustalonym) ciele K.



Twierdzenie 1.

Nastepujace operacje przeprowadzajg uktad U w uktad réwnowazny.
(1) Dodanie do réwnania innego réwnania pomnozonego przez liczbe
(2) Zamiana dwéch réwnan miejscami

(3) Pomnozenie rownania przez liczbe rézng od zera
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(1) Dodanie do réwnania innego réwnania pomnozonego przez liczbe
(2) Zamiana dwéch réwnan miejscami

(3) Pomnozenie rownania przez liczbe rézng od zera

Dowdd:
@ Oczywiste dla operacji (2) i (3).
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Nastepujace operacje przeprowadzajg uktad U w uktad réwnowazny.
(1) Dodanie do réwnania innego réwnania pomnozonego przez liczbe
(2) Zamiana dwéch réwnan miejscami

(3) Pomnozenie rownania przez liczbe rézng od zera

Dowdd:
@ Oczywiste dla operacji (2) i (3).
@ Niech U’ powstaje z U przez dodanie do i-tego réwnania U; réwnania U;

przemnozonego przez a € K. Wtedy U powstaje z U’ przez dodanie do i-tego
réwnania U; + aU; rbwnania U; przemnozonego przez —a € K.



Twierdzenie 1.

Nastepujace operacje przeprowadzajg uktad U w uktad réwnowazny.
(1) Dodanie do réwnania innego réwnania pomnozonego przez liczbe
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Dowdd:
@ Oczywiste dla operacji (2) i (3).
@ Niech U’ powstaje z U przez dodanie do i-tego réwnania U; réwnania U;

przemnozonego przez a € K. Wtedy U powstaje z U’ przez dodanie do i-tego
réwnania U; + aU; rbwnania U; przemnozonego przez —a € K.

@ Na mocy Faktu wyzej: jesli (sq, ..., sp) jest rozwigzaniem U;, U;, to takze jest
rozwigzaniem U; + aU;. A zatem jesli (sy, ..., Sp) spetnia U, to takze U'.



Twierdzenie 1.

Nastepujace operacje przeprowadzajg uktad U w uktad réwnowazny.
(1) Dodanie do réwnania innego réwnania pomnozonego przez liczbe
(2) Zamiana dwéch réwnan miejscami

(3) Pomnozenie rownania przez liczbe rézng od zera

Dowdd:
@ Oczywiste dla operacji (2) i (3).
@ Niech U’ powstaje z U przez dodanie do i-tego réwnania U; réwnania U;

przemnozonego przez a € K. Wtedy U powstaje z U’ przez dodanie do i-tego
réwnania U; + aU; rbwnania U; przemnozonego przez —a € K.

@ Na mocy Faktu wyzej: jesli (sq, ..., sp) jest rozwigzaniem U;, U;, to takze jest
rozwigzaniem U; + aU;. A zatem jesli (sy, ..., Sp) spetnia U, to takze U'.

@ Jesli (sy,...,sp) jest rozwigzaniem U; + aU; oraz U, to jest tez rozwigzaniem
Ui = (U + aU;) — aU;. A zatem jeSli (s1,. .., sp) spetnia U', to spetnia U.



Twierdzenie 2.
Niech K bedzie ciatem. Kazdg macierz A € Mpy«n(K) mozna:
(i) za pomoca operacji elementarnych typu (1) i (2) sprowadzi¢ do postaci
schodkowej,
(i) za pomoca operacji elementarnych typu (1), (2) i (3) sprowadzi¢ do postaci
schodkowej zredukowane;j.

Dowiedziemy tylko (i).



Dowdd (i).

@ Stosujemy zasade indukcji matematycznej wzgledem liczby m wierszy
macierzy. Dla m = 1 twierdzenie jest oczywiste.
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macierzy. Dla m = 1 twierdzenie jest oczywiste.

@ Zatbzmy, ze twierdzenie jest udowodnione dla macierzy o co najwyzej m — 1
wierszach. Niech A € Mpyxn(K).
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macierzy. Dla m = 1 twierdzenie jest oczywiste.
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@ Jesli A jest macierzg zerowg (to znaczy kazdy jej wyraz jest zerem), to
oczywiscie jest schodkowa.



Dowad (i).
@ Stosujemy zasade indukcji matematycznej wzgledem liczby m wierszy
macierzy. Dla m = 1 twierdzenie jest oczywiste.

@ Zatbzmy, ze twierdzenie jest udowodnione dla macierzy o co najwyzej m — 1
wierszach. Niech A € Mpyxn(K).

@ Jesli A jest macierzg zerowg (to znaczy kazdy jej wyraz jest zerem), to
oczywiscie jest schodkowa.

@ Niech s bedzie numerem pierwszej niezerowej kolumny macierzy A.



@ Wybierzmy takie r, ze a;s # 0. Zamieniamy miejscami wiersze: pierwszy i r-ty
(operacja typu (2)).



@ Za pomoca operacji (1) zerujemy wszystkie, poza pierwszym, wyrazy w s-tej
kolumnie (od i-tego wiersza odejmujemy pierwszy przemnozony przez :Tiss)'
Otrzymujemy w ten spos6b macierz A’ = [a}j], w ktorej kolumny o numerach

1,...,8s—1sgzeroweoraz &, #0iag,=0,dlaj>1.



@ Niech A” € M(in—1)xn(K) bedzie macierzg otrzymang z A’ przez usunigcie
pierwszego wiersza. Stosujemy do A” zatozenie indukcyjne. Pierwsze s
kolumn macierzy A” jest zerowe i zadne operacje typu (1), (2) na wierszach
tego nie zmienig. Otrzymujemy macierz, ktéra wraz z pierwszym wierszem
macierzy A’ tworzy macierz A" w postaci schodkowej. Oczywiscie A” jest
uzyskana z A przez ciagg operacji typu (1) i (2).



Przyktady ciat

@ ciato dwuelementowe Z,:

- Ol O
O = —

+
0 0
1 1

o Ol o
—_ O —

@ ciato trzyelementowe Zs:

N = O+
N = OO
= o NN
N = O

O O Olo

1
1
2
0

N = Ol—=

i\ I =1\V)



Przyktady ciat

@ cialo czteroelementowe Z4? Nie!

+]0 1 2 3 -0 1 2 3
0oj0 1 2 3 0[0 0 0 0
111 2 30 110 1 2 3
2/2 3 0 f 2/0 2 0 2
3/3 01 2 3/0 3 2 f

Wspomnielismy, ze ab = 0 implikuje a =0 lub b = 0.



Przyktady ciat

@ cialo czteroelementowe

b
b

+‘0 1

0

0/{0 0 O

© O

o o

© O

© O

© QO



Przyktady ciat

@ cialo czteroelementowe

b
b

+‘0 1

0

0/{0 0 O

— @© O

o O o



Przyktady ciat

@ cialo czteroelementowe

b
b

+‘0 1

0/0 0 0 O

b|0 b



Przyktady ciat

@ cialo czteroelementowe

b
b

+‘0 1

0/0 0 0 O

al0 a b 1

b|0 b

a



Przyktady ciat

@ ciato czteroelementowe

+/0 1 a b |0 1 a b
0|0 1 a b 0|0 0 0 O
111 0 b a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
bib a 1 0 b|0 b 1 a

Pigtka ({0, 1, a, b}, +,-,0, 1) jest ciatem! Uwaga: @ +a+1 = 0.



Przyktady ciat

@ ciato Zp reszt z dzielenia modulo liczba pierwsza p na zbiorze
{0,1,...,p—1}:
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{0,1,....p—1}:
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(jesli plai — by oraz plaz — b, to p|(a1 + a2) — (b1 + b2) oraz p|(aia — bi1b2)),
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e istnienie elementu przeciwnego — tatwe
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@ ciato Zp reszt z dzielenia modulo liczba pierwsza p na zbiorze
{0,1,....p—1}:

e tacznosc¢ i przemienno$¢ dodawania i mnozenia modulo p — tatwe
(jesli play — by oraz p|az — bo, to p|(a1 + a2) — (b1 + b2) oraz p|(ajaz — b1b2)),
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e istnienie elementu przeciwnego — tatwe
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Przyktady ciat

@ ciato Zp reszt z dzielenia modulo liczba pierwsza p na zbiorze
{0,1,....p—1}:
e tacznosc¢ i przemienno$¢ dodawania i mnozenia modulo p — tatwe
(jesli play — by oraz p|az — bo, to p|(a1 + a2) — (b1 + b2) oraz p|(ajaz — b1b2)),
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istnienie elementu przeciwnego — fatwe
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istnienie elementu odwrotnego — wymaga tzw. Lematu Bezout lub twierdzenia
o istnieniu i jednoznacznos$ci rozktadu liczby catkowitej > 1 na czynniki pierwsze.



Przyktady ciat

@ ciato Zp reszt z dzielenia modulo liczba pierwsza p na zbiorze
{0,1,....p—1}:
@ fgcznosc¢ i przemiennos¢ dodawania i mnozenia modulo p — tatwe
(jesli plas — by oraz p|as — bo, to p|(as + a2) — (by + b2) oraz p|(aia — by1bo)),
0, 1 jako elementy neutralne dodawania i mnozenia — tatwe,
istnienie elementu przeciwnego — tatwe
rozdzielnos¢ — tatwe
istnienie elementu odwrotnego — wymaga tzw. Lematu Bezout lub twierdzenia
o istnieniu i jednoznacznosci rozktadu liczby catkowitej > 1 na czynniki pierwsze.

Lemat Bezout

Dla niezerowej liczby catkowitej a oraz dowolnej liczby catkowitej b istniejg takie
liczby catkowite x, y, ze:

ax + by = NWD(a, b).




Przyktady ciat

Definicja 6
Niech (L, +, -, 0, 1) bedzie ciatem oraz niech K C L. Powiemy, ze K jest
podciatem ciata L, jesli 0,1 € K oraz:

@ dlakazdycha,be Kmamya+be Koraza-b e K,

@ dla kazdego a€ K mamy —a € K,

@ dla kazdego niezerowego b € K mamy b~ € K.

Przyktad. Ciato liczb wymiernych (Q, +, -, 0, 1) jest podciatem ciata R.



Przyktady ciat

Rozwazmy podzbior Q(\/é) w ciele liczb rzeczywistych ztozony ze wszystkich
elementéw postaci

{a+bv2]|abeQ}.

Ograniczenie dziatan na R zadaje na Q(+/2) strukture podciata.

Przyktady dziatan w Q(v/2)
© (2+V2)+(3+3v2)=5+3v2
e (1-v2)-(14+v2)=-1+0-V2.
@ elementem odwrotnym do 3 — 21/2 jest element 3 + 21/2.



Przyktady ciat

Kazde podciato ciata liczb wymiernych Q réwne jest Q. I




Przyktady ciat

Kazde podciato ciata liczb wymiernych Q réwne jest Q. l

Idea dowodu:
@ Jesli K jest podciatem ciata L, to skoro 1 € K, to tez

1+1eK1+14+1eK1+1+14+1€K,itd.
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Q@ Jesli K jest podciatem Q, to K zawiera wszystkie liczby catkowite dodatnie.
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Idea dowodu:
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© Jesli niezerowy element a € K, to —aoraz a~' rowniez nalezg do K.



Przyktady ciat

Kazde podciato ciata liczb wymiernych Q réwne jest Q.

Idea dowodu:
@ Jesli K jest podciatem ciata L, to skoro 1 € K, to tez

1+1eK1+14+1eK1+1+14+1€K,itd.

Q@ Jesli K jest podciatem Q, to K zawiera wszystkie liczby catkowite dodatnie.
© Jesli niezerowy element a € K, to —aoraz a~' rowniez nalezg do K.

© Jesli K jest podciatem Q, to zawiera wszystkie liczby catkowite i ich
odwrotnosci.



Przyktady ciat

Kazde podciato ciata liczb wymiernych Q réwne jest Q.

Idea dowodu:
@ Jesli K jest podciatem ciata L, to skoro 1 € K, to tez

1+1eK1+14+1eK1+1+14+1€K,itd.

Q@ Jesli K jest podciatem Q, to K zawiera wszystkie liczby catkowite dodatnie.
© Jesli niezerowy element a € K, to —aoraz a~' rowniez nalezg do K.

© Jesli K jest podciatem Q, to zawiera wszystkie liczby catkowite i ich
odwrotnosci.

@ jesli K jest podciatem Qoraz a,be K,toa+be Koraza-b € K.



Przyktady ciat

Rozwazmy dowolng rodzine podciat K; ciata L, gdzie t € T. Wéwczas czesé
wspolna wszystkich ciat K; jest podciatem ciata K.

Dla kazdego podciata K ciata L oraz podzbioru S zbioru L istnieje najmniejsze
podciato K(S) ciata L, ktére zawiera jednoczes$nie ciato K oraz zbi6r S.

Przyktad: najmniejszym podciatem ciata R zawierajgcym Q oraz v/2 jest Q(v/2).



Przyktady ciat
Inne podciata ciafa liczb rzeczywistych:

@ ciata Q(,/p), gdzie p jest liczba pierwsza,

@ ciata Q(1/p, /q), gdzie p, g s3 liczbami pierwszymi,

@ najmniejsze ciato zawierajace Q i pierwiastki z wszystkich liczb pierwszych,
@ ciato liczb algebraicznych (za tydzien),

e ciata typu Q(n), Q(v2,7), Q(x, 72,73, .. .) itd.



Przyktady ciat
Kilka uwag o ciatach skonczonych.

@ Opisane ciato czteroelementowe, to najmniejsze ciato zawierajagce Z, oraz
pierwiastek réwnania x2 + x + 1 = 0, ktére nie ma rozwigzan w ciele Zj.



Przyktady ciat
Kilka uwag o ciatach skonczonych.

@ Opisane ciato czteroelementowe, to najmniejsze ciato zawierajagce Z, oraz
pierwiastek réwnania x2 + x + 1 = 0, ktére nie ma rozwigzan w ciele Zj.
@ Istnieje ciato 0 9 elementach, ktére zawiera Z3, sktada sie z elementow

postaci a + bd, gdzie a, b € Zz oraz ¢ spetnia zaleznos¢ 62 + 26 + 2 = 0.
Réwnanie x2 + 2x + 2 nie ma rozwigzan w Z3.



Przyktady ciat
Kilka uwag o ciatach skonczonych.

@ Opisane ciato czteroelementowe, to najmniejsze ciato zawierajagce Z, oraz
pierwiastek réwnania x2 + x + 1 = 0, ktére nie ma rozwigzan w ciele Zj.

@ Istnieje ciato 0 9 elementach, ktére zawiera Z3, sktada sie z elementow
postaci a + bd, gdzie a, b € Zz oraz ¢ spetnia zaleznos¢ 62 + 26 + 2 = 0.
Réwnanie x2 + 2x + 2 nie ma rozwigzan w Z3.

@ Fakt. Ciato K zawiera ciato Z, wtedy i tylko wtedy, gdy 1 +1+...+1 =0.
—_————
p



Przyktady ciat
Kilka uwag o ciatach skonczonych.

@ Opisane ciato czteroelementowe, to najmniejsze ciato zawierajagce Z, oraz
pierwiastek réwnania x2 + x + 1 = 0, ktére nie ma rozwigzan w ciele Zj.

@ Istnieje ciato 0 9 elementach, ktére zawiera Z3, sktada sie z elementow
postaci a + bd, gdzie a, b € Zz oraz ¢ spetnia zaleznos¢ 62 + 26 + 2 = 0.
Réwnanie x2 + 2x + 2 nie ma rozwigzan w Z3.

@ Fakt. Ciato K zawiera ciato Z, wtedy i tylko wtedy, gdy 1 +1+...+1 =0.

N ——
p

@ Twierdzenie. Kazde ciato skonczone zawiera pewne ciato Z, i ma p”

elementéw, dla pewnej liczby pierwszej p i liczby catkowitej dodatniej r.



Definicja 7.

Ciato liczb zespolonych to pigtka (R?, +, -, (0, 0), (1,0)), ktérego elementami sg
wszystkie uporzadkowane pary liczb rzeczywistych, w ktérym dziatania +, -
okreslone sg wzorami:

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d), (ab)-(c,d)=(ac— bd,ad+ bc),

a elementami neutralnymi tych dziatan sg odpowiednio (0,0), (1,0). Ciato to
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okreslone sg wzorami:

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d), (ab)-(c,d)=(ac— bd,ad+ bc),

a elementami neutralnymi tych dziatan sg odpowiednio (0,0), (1,0). Ciato to
oznaczamy jako C.

Na przyktad:



Uwagi wstepne
o Jesli (a,b) # (0,0),t0 (a,b) ™" = (2%, 5z ). bo

a ~b a+b®> —ab+ ab
(a.b) <a2+b2’a2+b2> <a2+b2’ a® + b2 ) (1.0)
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Uwagi wstepne
o Jesli (a,b) # (0,0), to (a,b) " = (225, z5z ). bo

a —b &+ b> —ab+ ab
(aab)' > 55 2 > | = 5 5 > 2 :(170)
a:+ b2 a+b a:+b°’ ac+ b
@ Podzbior {(r,0) | r € R} jest podciatem C, ktére *zachowuje sig* jak R.
@ Liczbe postaci (a, 0) bedziemy zapisywac jako a, dla kazdego a € R, za$
liczbe (0, 1) oznaczac bedziemy jako i.
@ Mamy (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a+ bi oraz i> = —1.
@ Jesliz=a+ bi, to
e liczbe a nazywamy czescia rzeczywista liczby z i oznaczamy Re z,

liczbe b nazywamy czesciag urojona liczby z i oznaczamy Im z.

liczbe a — bi nazywamy liczba sprzezong do z i oznaczamy Z,
liczbe v a# + b? nazywamy modutem liczby z i oznaczamy |z|.




Za tydzien:

@ interpretacja geometryczna liczby zespolonej, postaé trygonometryczna,
@ wielomiany o wspétézynnnikach w ciele i ich pierwiastki,
@ zasadnicze twierdzenie algebry (bez dowodu).



