
WAS, zadania na czwart¡ kartkówk¦

We wszystkich zadaniach poni»ej, (Wt)t≥0 jest procesem Wienera.

1. Niech Xt =
∫ t
0
eWsdWs oraz Yt =

∫ t
0
WsdXs, t ≥ 0. Wykaza¢, »e X oraz

Y s¡ martyngaªami caªkowalnymi z kwadratem.

2. Dla t ≥ 0 zde�niujmy Xt =
∫ t
0
sW 2

s dWs. Wykaza¢, »e X jest martyn-

gaªem caªkowalnym z kwadratem i wyznaczy¢ nawias sko±ny procesów X oraz(∫ t
0
Ws cos s dXs

)
t≥0

.

3. Niech X = (tWt)t≥0. Udowodni¢, »e 〈X,X〉 =
(

2
∫ t
0
sW 2

s ds+ 1
3
t3
)
t≥0

.

Wykaza¢, »e E〈X,X〉t = t3.

4. Wykaza¢, »e ci¡g

2n−1∑
k=n

(
W 2

(k+1)/n −W 2
k/n −

1

n

)(
W(k+1)/n −Wk/n

)
, n = 1, 2, . . . ,

jest zbie»ny wedªug prawdopodobie«stwa i wyznaczy¢ jego granic¦.

5. Dane s¡ liczby 1 < p < ∞, K > 0 oraz ci¡gªy lokalny martyngaª

M speªniaj¡cy warunek E|Mτ |p ≤ K dla dowolnego ograniczonego momentu

zatrzymania τ . Udowodni¢, »e M jest martyngaªem.

6. Rozstrzygn¡¢, dla jakich α > 0 proces X = (eαW
2
s )s≥0 nale»y do L2

∞(W ),
a dla jakich α > 0 nale»y do Λ2

∞(W ). Wskaza¢ przykªadowy ci¡g lokalizuj¡cy

(τn)n≥0 dla lokalnego martyngaªu
∫
XdW .

7. Wykaza¢, »e dla dowolnego ci¡gªego martyngaªu lokalnegoM , dowolnego

procesu X ∈ Λ2
T (M) oraz dowolnego momentu zatrzymania τ ≤ T zachodzi

nierówno±¢

E sup
t<τ

(∫ t

0

XsdMs

)2

≤ 4E
∫ τ

0

X2
sd〈M〉s.

8. Zaªó»my, »e M jest ci¡gªym martyngaªem lokalnym startuj¡cym z zera.

Dla ustalonego a > 0, niech τa = inf{t ≥ 0 : |Mt| > a}. Wykaza¢, »e dla

ka»dego t ≥ 0 zachodzi nierówno±¢

a2P(τa ≤ t) ≤ E〈M〉τa∧t.

Wskazówka: warunek τa ≤ t oznacza, »e do chwili t proces Mt dotarª do

zbioru {−a, a}, czyli {τa ≤ t} = {sups≤t |Ms| ≥ a} = {sups≥0 |M τa∧t
s | ≥

a}. Wykaza¢, »e M τa∧t jest martyngaªem i wywnioskowa¢ tez¦ korzystaj¡c z

podstawowych oszacowa« teorii martyngaªów.


