WAS, zadania na czwarta kartkéwke

We wszystkich zadaniach ponizej, (Wy)i>o jest procesem Wienera.

1. Niech X, = [} e"sdW, oraz Y; = [ W,dX,, t > 0. Wykaza¢, ze X oraz
Y sg martyngatami catkowalnymi z kwadratem.

2. Dla t > 0 zdefiniujmy X, = fg sW2dW,. Wykaza¢, ze X jest martyn-
galem catkowalnym z kwadratem i wyznaczy¢ nawias skosny proceséow X oraz

(fg W, cos s dXS>

>0

3. Niech X = (tW))iso. Udowodnié, ze (X, X) = (2 S sw2ds + §t3)
Wrykazaé, ze E(X, X); = 3,

4. Wykazaé, ze ciag
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jest zbiezny wedtug prawdopodobienstwa i wyznaczy¢ jego granice.

5. Dane sa liczby 1 < p < oo, K > 0 oraz ciagly lokalny martyngat
M speiajacy warunek E|M, | < K dla dowolnego ograniczonego momentu
zatrzymania 7. Udowodnié, ze M jest martyngaltem.

6. Rozstrzygnac¢, dla jakich a > 0 proces X = (e*V¢),>0 nalezy do £2 (W),
a dla jakich a > 0 nalezy do A% (W). Wskaza¢ przyktadowy ciag lokalizujacy
(Ta)n>o dla lokalnego martyngatu [ XdW.

7. Wykaza¢, ze dla dowolnego ciagtego martyngatu lokalnego M, dowolnego
procesu X € A%(M) oraz dowolnego momentu zatrzymania 7 < T zachodzi

niero6wnosé )
t T
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8. Zalozmy, ze M jest cigglym martyngatem lokalnym startujacym z zera.
Dla ustalonego a > 0, niech 7, = inf{t > 0 : |M;| > a}. Wykazaé, ze dla
kazdego t > 0 zachodzi nier6wnosé

a’P(1, < t) <E(M), ar.

Wskazowka: warunek 7, < t oznacza, ze do chwili ¢ proces M, dotart do
zbioru {—a,a}, czyli {1, < t} = {sup,o; [M,| > a} = {supg M| >
a}. Wykazac, ze M™" jest martyngalem i wywnioskowa¢ teze korzystajac z
podstawowych oszacowan teorii martyngalow.



