
Zadania na trzeci ↪a kartkówk ↪e, RP II 2024/2025

1. Losujemy 1000 liczb z odcinka [0, 9], przy czym każd ↪a z nich zaokr ↪aglamy do najbliższej
liczby ca lkowitej. Jakie jest przybliżone prawdopodobieństwo tego, że wśród otrzymanych liczb co
najmniej 550 to liczby nieparzyste?

2. Po liczbach ca lkowitych porusza si ↪e pionek. W każdym ruchu rzucamy kostk ↪a; jeśli wypadnie
dwójka, to przesuwamy pionek o 1 w lewo, a jeśli pi ↪atka - o 1 w prawo. Jeśli wypadnie inna
liczba oczek, pionek nie zmienia po lożenia. Wyznaczyć przedzia l (możliwie krótki), w którym z
prawdopodobieństwem ≥ 0, 95 b ↪edzie znajdowa l si ↪e pionek po 1200 ruchach.

3. Zmienne losowe X1, X2, . . . , Y1, Y2, . . . s ↪a niezależne, przy czym dla każdego n ≥ 1, zmienna
Xn ma rozk lad wyk ladniczy z parametrem 2, Y2n−1 ma rozk lad jednostajny na odcinku [−1, 1], a
Y2n ma rozk lad normalny o średniej 0 i wariancji 1. Czy ci ↪ag

X1Y1 + X2Y2 + . . . + XnYn√
n

, n = 1, 2, . . . ,

jest zbieżny wed lug rozk ladu? Jeśli tak, wyznaczyć rozk lad graniczny.

4. Zmienne X1, X2, . . ., N1, N2, . . . s ↪a niezależne, przy czym dla n ≥ 1 zmienna Xn ma
standardowy rozk lad normalny, a Nn ma rozk lad Poissona z parametrem n. Udowodnić, że ci ↪ag

X1 + X2 + . . . + XNn√
n

, n = 0, 1, 2, . . .

jest zbieżny wed lug rozk ladu i wyznaczyć rozk lad graniczny.

5. Rozważamy ci ↪ag (Xn)n≥1 niezależnych zmiennych losowych o tym samym rozk ladzie P(Xn =
0) = 1/2 = P(Xn = 1), n = 1, 2, . . .. Czy zmienne τ = inf{n : X1 + X2 + . . . + Xn = 10},
σ = inf{n : X1 +X2 + . . . +Xn+1 = 10} s ↪a momentami zatrzymania wzgl ↪edem filtracji naturalnej
dla ci ↪agu (Xn)n≥1?

6. Za lóżmy, że (Xn)n≥1 jest ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o wspólnym rozk ladzie
zadanym przez P(Xn = 0) = P(Xn = 1) = P(Xn = 2) = 1/3, n = 1, 2, . . .. Dalej, po lóżmy

τ = inf{n ≥ 1 : Xn ≥ 1}.
Dla jakich wartości parametru a ∈ {0, 1, 2} zdarzenie {X1 ≥ a lub X2 ≥ a} należy do Fτ?

7. Niech (Mn,Fn)∞n=0 b ↪edzie martynga lem spe lniaj ↪acym warunek EM2
n < ∞ dla każdego n, a

ci ↪ag zmiennych losowych (Xn)∞n=0 b ↪edzie adaptowany do (Fn)∞n=0 i taki, że dla każdego n zachodzi
EX2

n < ∞. Po lóżmy I0 = 0 oraz

In =

n∑
k=1

Xk−1(Mk −Mk−1),

dla n ≥ 1. Pokazać, że (In,Fn)∞n=0 jest martynga lem.

8. Dany jest ci ↪ag (ξn)n≥1 niezależnych zmiennych losowych, przy czym dla n ≥ 1 zmienna
ξn ma rozk lad Poissona z parametrem n. Jaki warunek musi spe lniać ci ↪ag (an)n≥1, aby ci ↪ag
Mn = anξ1ξ2 . . . ξn, n = 1, 2, . . ., by l a) martynga lem b) nadmartynga lem wzgl ↪edem naturalnej
filtracji?

9. Dany jest ci ↪ag zmiennych losowych (Xn)∞n=0 o wartościach ca lkowitych, taki, że X0 = −1,
|Xn − Xn−1| ≤ 1, lim supn→∞ |Xn| = ∞ p.n. oraz (X2

n − 1
6n)∞n=0 jest martynga lem wzgl ↪edem

pewnej filtracji. Niech τ = inf{n : |Xn| = 8}. Obliczyć Eτ .

10. Zmienne X1, X2, . . ., s ↪a niezależne i maj ↪a ten sam rozk lad

P(Xn = −1) = P(Xn = 1) = p, P(Xn = 0) = 1 − 2p,

dla pewnego ustalonego p ∈ (0, 1/2). Niech S0 = 0, Sn = X1 + X2 + . . . + Xn dla n ≥ 1. Dla
ustalonych a, b ∈ {1, 2, . . .}, niech τa,b = inf{n : Sn ∈ {−a, b}}. Dowieść, że τa,b jest skończony
prawie na pewno i wyznaczyć rozk lad zmiennej Sτa,b

.


