Zadania na trzecia kartkéwke, RP II 2024/2025

1. Losujemy 1000 liczb z odcinka [0,9], przy czym kazda z nich zaokraglamy do najblizsze;
liczby calkowitej. Jakie jest przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze wéréd otrzymanych liczb co
najmniej 550 to liczby nieparzyste?

2. Po liczbach catkowitych porusza sie pionek. W kazdym ruchu rzucamy kostka; jesli wypadnie
dwojka, to przesuwamy pionek o 1 w lewo, a jesli piatka - o 1 w prawo. Jesli wypadnie inna
liczba oczek, pionek nie zmienia potozenia. Wyznaczyé przedzial (mozliwie krétki), w ktérym z
prawdopodobienistwem > 0,95 bedzie znajdowal sie pionek po 1200 ruchach.

3. Zmienne losowe X1, X3, ..., Y1, Yo, ... sa niezalezne, przy czym dla kazdego n > 1, zmienna
X,, ma rozklad wykladniczy z parametrem 2, Y5, 1 ma rozklad jednostajny na odcinku [—1,1], a
Y5, ma rozklad normalny o éredniej 0 i wariancji 1. Czy ciag

X1+ XY +.. .+ X, Y,
vn ’

jest zbiezny wedlug rozkladu? Jesli tak, wyznaczy¢ rozklad graniczny.

n=12,...,

4. Zmienne X1, Xo, ..., Ny, Ny, ... sa niezalezne, przy czym dla n > 1 zmienna X, ma
standardowy rozkiad normalny, a N,, ma rozklad Poissona z parametrem n. Udowodni¢, ze ciag

X1+ Xo+...+ Xn,
vn ’

jest zbiezny wedlug rozkladu i wyznaczy¢ rozklad graniczny.

n=0,1,2,...

5. Rozwazamy ciag (X,,),>1 niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie P(X,, =
0)=1/2=PX, =1),n=1,2, .... Czy zmienne 7 = inf{n : X; + X5 + ... + X,, = 10},
o=1inf{n: X7+ Xo+...4+ X,41 = 10} sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji naturalnej
dla ciagu (X,)n>17

6. Zalézmy, ze (X, )n>1 jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o wspdélnym rozkladzie
zadanym przez P(X, =0) =P(X, =1) =P(X, =2)=1/3, n =1, 2, .... Dalej, polézmy
T=inf{n>1: X, >1}.
Dla jakich wartosci parametru a € {0, 1,2} zdarzenie {X; > a lub X3 > a} nalezy do F,?
7. Niech (M, F,,)%, bedzie martyngalem spetiajacym warunek EM?2 < oo dla kazdego n, a

ciag zmiennych losowych (X,,)22, bedzie adaptowany do (F,,)22, i taki, ze dla kazdego n zachodzi
EX? < co. Polézmy Iy = 0 oraz

In =Y Xi1(My — My_1),
k=1

dla n > 1. Pokazaé, ze (I, Fn)52 jest martyngalem.

8. Dany jest ciag (&,)n>1 niezaleznych zmiennych losowych, przy czym dla n > 1 zmienna
&, ma rozkiad Poissona z parametrem n. Jaki warunek musi speliaé¢ ciag (a,)n>1, aby ciag
M, = an&1& ... &, n = 1,2, ... byl a) martyngalem b) nadmartyngatem wzgledem naturalnej
filtracji?

9. Dany jest ciag zmiennych losowych (X,,)52, o wartosciach catkowitych, taki, ze Xo = —1,
| Xn — Xn-1] < 1, limsup,,_, | X,| = 0o pn. oraz (X2 — in)52, jest martyngalem wzgledem
pewnej filtracji. Niech 7 = inf{n : |X,,| = 8}. Obliczy¢ Er.

10. Zmienne X7, Xo, ..., sa niezalezne i maja ten sam rozklad
P(X,=-1)=P(X,=1) =p, P(X,=0)=1-2p,

dla pewnego ustalonego p € (0,1/2). Niech Sp =0, S, = X1+ Xo+ ...+ X, dlan > 1. Dla
ustalonych a,b € {1,2,...}, niech 7, = inf{n : S,, € {—a,b}}. Dowiesé, ze 7, jest skoriczony
prawie na pewno i wyznaczy¢ rozklad zmiennej S, .



