
Zadania na pierwsz ↪a kartówk ↪e, RP II 2024/2025

1. Dany jest ci ↪ag (an)n≥1 liczb dodatnich zbieżny do 0, oraz ci ↪ag (Xn)n≥1 zmien-
nych losowych takich, że dla n ≥ 1, Xn ma rozk lad geometryczny z parametrem

pn. Udowodnić, że jeśli pn/an → λ > 0, to anXn
D−→Exp(λ).

2. Dany jest ci ↪ag (Xn)n≥1 niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie jed-
nostajnym na przedziale [0, 2]. Czy ci ↪ag (nmink≤n Xk)n≥1 jest zbieżny wed lug
rozk ladu? Jeśli tak, to do jakiej granicy?

3. Dany jest ci ↪ag (Xn)n≥1 niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie jed-
nostajnym na przedziale [0, 2]. Czy ci ↪ag (nmaxk≤n Xk)n≥1 jest zbieżny wed lug
rozk ladu? Jeśli tak, to do jakiej granicy?

4. Niezależne zmienne losowe X1, X2, . . . zbiegaj ↪a wed lug rozk ladu do zmiennej
o rozk ladzie wyk ladniczym z parametrem 2. Czy zmienne Yn = min{Xn, 5Xn+1},
n = 1, 2, . . ., s ↪a zbieżne wed lug rozk ladu? Jeśli tak, to do jakiej granicy?

5. Ci ↪ag (Xn)n≥1 zbiega wed lug rozk ladu do zmiennej o rozk ladzie jednostajnym
na przedziale [0, 2]. Czy wynika st ↪ad, że zmienne sgn(5Xn − 3), n = 1, 2, . . .,
zbiegaj ↪a wed lug rozk ladu? Jeśli tak, to do jakiej granicy?

6. Za lóżmy, że Xn, X, Yn, Y (n = 1, 2, . . .) s ↪a zmiennymi losowymi określonymi
na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Udowodnić, że jeśli (Xn)n≥1 zbiega
wed lug rozk ladu do X i (Yn)n≥1 zbiega wed lug rozk ladu do Y sta lej p.n., to
(XnYn)n≥1 zbiega wed lug rozk ladu do XY .

7. Dane s ↪a dwa ci ↪agi (Xn)n≥1, (Yn)n≥1 zmiennych losowych, przy czym dla
dowolnego n ≥ 1 rozk lad Xn jest zadany przez

P(Xn = 1) = 1 − 1

n
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n

)
=

1

n2
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1,

a rozk lad Yn ma g ↪estość gn(x) = 1[0,n−1](x) + 1[1,2−n−1](x). Dowieść, że ci ↪ag
(sinXn + 2Yn)n≥1 jest zbieżny wed lug rozk ladu i wyznaczyć rozk lad graniczny.

8. Wykazać, że ci ↪ag rozk ladów normalnych (N (mn, σ
2
n))n≥1 zbiega wed lug

rozk ladu do N (m,σ2) wtedy i tylko wtedy, gdy mn → m oraz σ2
n → σ2.

9. Dany jest ci ↪ag (Xn)n≥1 zmiennych dodatnich. Wykazać, że ci ↪ag ten zbiega
wed lug rozk ladu do zmiennej o rozk ladzie jednostajnym na [0, 1] wtedy i tylko
wtedy, gdy ci ↪ag (− lnXn)n≥1 zbiega wed lug rozk ladu do zmiennej o rozk ladzie
wyk ladniczym z parametrem 1.

10. Jaki warunek musi spe lniać zbiór Λ ⊆ (0,∞), by rodzina rozk ladów o
g ↪estościach

gλ(x) =
λ

π(x2 + λ2)
, x ∈ R, λ ∈ Λ,

by la ciasna?
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