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1. Dany jest ciag (X,,),>1 niezaleznych, scentrowanych zmiennych losowych o
rozkladzie jednostajnym na [—1,1]. Zbada¢ zbieznosé wedtug rozktadu ciagu
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2. Zalézmy, ze (F,,)n>0 jest filtracja, a (X,,)n>0 jest ciagiem zmiennych losowych
adaptowanych do tej filtracji. Niech B bedzie podzbiorem borelowskim R.

a) Udowodnié, ze 71 = inf{n : X,, € B} jest momentem zatrzymania wzgledem
(Fr)n>0-

b) Udowodni¢, ze dla dowolnego momentu zatrzymania 7, zmienna losowa o =
inf{n > 7 : X2 + nsinX,, € B} tez jest momentem zatrzymania wzgledem
(-Fn)nZO

n=1,2,....

3. Dany jest ciag (X,,)L% | niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie P(X,, =

—1) =P(X,, =1) = 1/2. Niech
r=inf{n>1:X, > X, 1}, c=sup{n>1:X,>X,_1}

(przyjmujemy inf () = sup ) = 00). Czy 7, o sa momentami zatrzymania wzgledem
naturalnej filtracji dla ciagu (X)L ,?

4. Zmienne 7, 0, (7, )n>1 S& momentami zatrzymania adaptowanymi do (F, )n>o0-
Czy zmienne 7 Ao, 7V o, T+ 0, T — o, inf, 7, takze sa momentami zatrzymania
wzgledem (F,,)n>0? Dowiesé, ze zdarzenia {r < o} oraz {T < ¢} naleza do F. oraz
Fy. Dowiesé, ze Frpng = Fr N Fy.

5. Zalézmy, ze (X,,)n>1 jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o sredniej
1. Niech Zy = 1 oraz Z, = X1X5...X,, dlan > 1. Udowodnié, ze ciag (Z,)n>0
jest martyngatem oraz (Z2),>0 jest podmartyngatem wzgledem pewne;j filtracji.

6. Dany jest ciag (£,)n>1 niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie P(¢,, = —1) =P(§, = 1) = 1/2. Niech Xy =01 X,, = & +&+...+&, dla
n > 1. Niech (F,)n>0 bedzie naturalng filtracja generowana przez ciag (X, )n>o0-
a) Udowodni¢, ze (X,,)n>0 oraz (X2 —n),>o sa martyngatami wzgledem (F,,),>0-
b) Wyznaczy¢ taka warto$é parametru a, by ciag (a” cos X,,)n>0 byl martyngatem
wzgledem (F, )n>0-
¢) Udowodnié, ze dla A > 0, ciag (exp(AX,, — A?n/2)),>0 jest nadmartyngalem
adaptowanym do (Fy,)n>0-



