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1. Dany jest ci ↪ag (Xn)n≥1 niezależnych, scentrowanych zmiennych losowych o
rozk ladzie jednostajnym na [−1, 1]. Zbadać zbieżność wed lug rozk ladu ci ↪agu
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2. Za lóżmy, że (Fn)n≥0 jest filtracj ↪a, a (Xn)n≥0 jest ci ↪agiem zmiennych losowych
adaptowanych do tej filtracji. Niech B b ↪edzie podzbiorem borelowskim R.

a) Udowodnić, że τ1 = inf{n : Xn ∈ B} jest momentem zatrzymania wzgl ↪edem
(Fn)n≥0.

b) Udowodnić, że dla dowolnego momentu zatrzymania τ , zmienna losowa τ2 =
inf{n > τ1 : X2

n + n sinXn ∈ B} też jest momentem zatrzymania wzgl ↪edem
(Fn)n≥0.

3. Dany jest ci ↪ag (Xn)10n=1 niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie P(Xn =
−1) = P(Xn = 1) = 1/2. Niech

τ = inf{n > 1 : Xn > Xn−1}, σ = sup{n ≥ 1 : Xn > Xn−1}
(przyjmujemy inf ∅ = sup ∅ = ∞). Czy τ , σ s ↪a momentami zatrzymania wzgl ↪edem
naturalnej filtracji dla ci ↪agu (Xn)10n=1?

4. Zmienne τ , σ, (τn)n≥1 s ↪a momentami zatrzymania adaptowanymi do (Fn)n≥0.
Czy zmienne τ ∧ σ, τ ∨ σ, τ + σ, τ − σ, infn τn także s ↪a momentami zatrzymania
wzgl ↪edem (Fn)n≥0? Dowieść, że zdarzenia {τ < σ} oraz {τ ≤ σ} należ ↪a do Fτ oraz
Fσ. Dowieść, że Fτ∧σ = Fτ ∩ Fσ.

5. Za lóżmy, że (Xn)n≥1 jest ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o średniej
1. Niech Z0 = 1 oraz Zn = X1X2 . . . Xn dla n ≥ 1. Udowodnić, że ci ↪ag (Zn)n≥0

jest martynga lem oraz (Z2
n)n≥0 jest podmartynga lem wzgl ↪edem pewnej filtracji.

6. Dany jest ci ↪ag (ξn)n≥1 niezależnych zmiennych losowych o tym samym
rozk ladzie P(ξn = −1) = P(ξn = 1) = 1/2. Niech X0 = 0 i Xn = ξ1+ξ2+. . .+ξn dla
n ≥ 1. Niech (Fn)n≥0 b ↪edzie naturaln ↪a filtracj ↪a generowan ↪a przez ci ↪ag (Xn)n≥0.
a) Udowodnić, że (Xn)n≥0 oraz (X2

n − n)n≥0 s ↪a martynga lami wzgl ↪edem (Fn)n≥0.
b) Wyznaczyć tak ↪a wartość parametru a, by ci ↪ag (an cosXn)n≥0 by l martynga lem
wzgl ↪edem (Fn)n≥0.
c) Udowodnić, że dla λ > 0, ci ↪ag (exp(λXn − λ2n/2))n≥0 jest nadmartynga lem
adaptowanym do (Fn)n≥0.


