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1. Dane s ↪a trzy ci ↪agi (Xn)n≥1, (Yn)n≥1, (Zn)n≥1 zadane na tej samej przestrzeni

probabilistycznej, przy czym Xn ∼ N(1/n, 1 + 1/n), Yn ∼ B(10, n−1/n), a rozk lad
Zn zadany jest przez warunki

P(Zn = −1) = 1 − 1

n + 1
, P(Zn ∈ A) =

∫
A

xndx

dla A ∈ B(0, 1). Zbadać, czy ci ↪ag (Xn + Yn + Zn)n≥1 zbiega wed lug rozk ladu, w
razie odpowiedzi pozytywnej wyznaczyć rozk lad graniczny.

2. Dany jest ci ↪ag (Xn) zmiennych losowych przyjmuj ↪acych wartości w przedziale

[0, 1]. Udowodnić, że jeśli dla każdego k = 0, 1, 2, . . . mamy EXk
n

n→∞−−−−→ 1
k+1 , to

(Xn) jest zbieżny wed lug rozk ladu.

3. Za lóżmy, że (Xn) jest ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie
Cauchy’ego, tzn. z g ↪estości ↪a

g(x) =
1

π(1 + x2)
.

Udowodnić, że 1
n maxk≤n Xk

D−→ 1
T , gdzie T ma rozk lad wyk ladniczy. Wyznaczyć

parametr tego rozk ladu.

4. Za lóżmy, że ci ↪ag (Xn) zbiega wed lug rozk ladu do X. Niech h : R → R b ↪edzie
tak ↪a funkcj ↪a borelowsk ↪a, że P(X ∈ {punkty nieci ↪ag lości h}) = 0.

(i) Udowodnić, że h(Xn)
D−→ h(X).

(ii) Udowodnić, że jeśli h jest dodatkowo ograniczona, to Eh(Xn)
n→∞−−−−→ Eh(X).

5. Za lóżmy, że ci ↪ag (Xn) zbiega wed lug rozk ladu do X. Udowodnić, że
(i) E|X| ≤ lim infn E|Xn|.
(ii) jeśli X1, X2, . . . s ↪a dodatkowo jednostajnie ca lkowalne, to EXn → EX.

6. Dane s ↪a dwa ci ↪agi (Xn) oraz (Yn) zmiennych losowych, zbieżnych wed lug
rozk ladu do X oraz Y , odpowiednio.

(i) Czy (Xn, Yn) zbiega wed lug rozk ladu do (X,Y )?
(ii) Jaka jest odpowiedź w (i) jeśli dodatkowo przy każdym n zmienne Xn oraz

Yn s ↪a niezależne, oraz X i Y s ↪a niezależne?
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