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1. Rozwazamy bladzenie symetryczne (Sy,)n>0 po liczbach catkowitych. Zbadac¢
zbiezno$¢ p.n. oraz w LP nadmartyngalu (exp(S, — n/2))2020.

2. Zmienne X1, Xo,... s3 niezalezne i maja ten sam rozkltad skoncentrowany na
liczbach nieujemnych, r6zny od 01}, o $redniej 1. Dowies¢, ze cigg (X1 X2 ... Xy )n>1
jest zbiezny p.n., ale nie jest zbiezny w L!.

3. W pojemniku znajduje sie pewna liczba czastek, z ktérych kazda w chwili
n z réwnym prawdopodobienstwem albo dzieli sie na dwie, albo ginie. W chwili
0 liczba czastek wynosi 1. Udowodnié, ze z prawdopodobieristwem 1 po pewnym
czasie wszystkie czastki zgina, tzn. w pojemniku nie bedzie ani jednej czastki.

4. Gramy w orla i reszke symetryczna moneta. Przed n-ta gra, opierajac sie
ewentualnie na wynikach poprzednich gier, sami ustalamy stawke w n-tej grze:
wybieramy V,,, 1 < V,, < a, i jedli wypadnie orzel, dostajemy V;,, zl, jesli reszka
— placimy V,, zl. Niech S, oznacza laczna wygrana po n grach. Udowodnié, ze
(Sn)n>0 jest martyngatem (wzgledem naturalnej filtracji).

5. Mamy 10 z! w monetach 1 zl, a potrzebujemy pilnie 20 z}. Jedynym spo-
sobem zdobycia tych pieniedzy jest gra w 3 karty z szulerem (ktory wygrywa z
prawdopodobienstwem 2/3). Szuler gotow jest gra¢ z nami wiele razy o dowolne
stawki, jakie jesteSmy w stanie zalozy¢ (przyjmijmy dla uproszczenia, ze stawka nie
przekracza 10 z1). Udowodnié¢, ze niezaleznie od wyboru strategii nasze szanse na
uzyskanie brakujacych 10 zt nie przekraczaja 1/3.

6. Rozwazamy bladzenie symetryczne (S, ),>0 po liczbach catkowitych. Niech
7 bedzie calkowalnym momentem zatrzymania wzgledem naturalnej filtracji ciagu
(Sn)n>0. Dowiesé, ze ES, = 0 oraz ES? = Er.

7. Niech (U,,)nen beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostaj-
nym na [0, 1], a a, 6 beda ustalonymi parametrami z przedziatu (0, 1). Definiujemy
ciag X := (X,)nen indukcyjnie wzorami Xy = « oraz

Xpy1 = 9Xn+(1_9)1[0,Xn](Un+1>7 n=0,1,2 ....

a) Wykaza¢, ze 0 < X,, < 1 dla dowolnego n.

b) Wykazaé, ze (X,,)n>0 jest martyngatem wzgledem naturalnej filtracji.

c¢) Udowodni¢, ze (X,,)n>0 zbiega prawie na pewno i w L? dla dowolnego 1 <
p < oo do pewnej granicznej zmiennej losowej X .

d) Wykaza¢, ze dla dowolnego n,

E[(Xn41 — Xn)2] =(1- 9)2E[Xn(1 — Xl

e) Obliczy¢ E[X oo (1 — X )] 1 wyznaczy¢ rozktad X .



