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1. Rozwa»amy bª¡dzenie symetryczne (Sn)n≥0 po liczbach caªkowitych. Zbada¢

zbie»no±¢ p.n. oraz w Lp nadmartyngaªu
(
exp(Sn − n/2)

)∞
n=0

.

2. Zmienne X1, X2, . . . s¡ niezale»ne i maj¡ ten sam rozkªad skoncentrowany na
liczbach nieujemnych, ró»ny od δ{1}, o ±redniej 1. Dowie±¢, »e ci¡g (X1X2 . . . Xn)n≥1

jest zbie»ny p.n., ale nie jest zbie»ny w L1.

3. W pojemniku znajduje si¦ pewna liczba cz¡stek, z których ka»da w chwili
n z równym prawdopodobie«stwem albo dzieli si¦ na dwie, albo ginie. W chwili
0 liczba cz¡stek wynosi 1. Udowodni¢, »e z prawdopodobie«stwem 1 po pewnym
czasie wszystkie cz¡stki zgin¡, tzn. w pojemniku nie b¦dzie ani jednej cz¡stki.

4. Gramy w orªa i reszk¦ symetryczn¡ monet¡. Przed n-t¡ gr¡, opieraj¡c si¦
ewentualnie na wynikach poprzednich gier, sami ustalamy stawk¦ w n-tej grze:
wybieramy Vn, 1 ≤ Vn ≤ a, i je±li wypadnie orzeª, dostajemy Vn zª, je±li reszka
� pªacimy Vn zª. Niech Sn oznacza ª¡czn¡ wygran¡ po n grach. Udowodni¢, »e
(Sn)n≥0 jest martyngaªem (wzgl¦dem naturalnej �ltracji).

5. Mamy 10 zª w monetach 1 zª, a potrzebujemy pilnie 20 zª. Jedynym spo-
sobem zdobycia tych pieni¦dzy jest gra w 3 karty z szulerem (który wygrywa z
prawdopodobie«stwem 2/3). Szuler gotów jest gra¢ z nami wiele razy o dowolne
stawki, jakie jeste±my w stanie zaªo»y¢ (przyjmijmy dla uproszczenia, »e stawka nie
przekracza 10 zª). Udowodni¢, »e niezale»nie od wyboru strategii nasze szanse na
uzyskanie brakuj¡cych 10 zª nie przekraczaj¡ 1/3.

6. Rozwa»amy bª¡dzenie symetryczne (Sn)n≥0 po liczbach caªkowitych. Niech
τ b¦dzie caªkowalnym momentem zatrzymania wzgl¦dem naturalnej �ltracji ci¡gu
(Sn)n≥0. Dowie±¢, »e ESτ = 0 oraz ES2

τ = Eτ .

7. Niech (Un)n∈N b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie jednostaj-
nym na [0, 1], a α, θ b¦d¡ ustalonymi parametrami z przedziaªu (0, 1). De�niujemy
ci¡g X := (Xn)n∈N indukcyjnie wzorami X0 = α oraz

Xn+1 := θXn + (1− θ)1[0,Xn](Un+1), n = 0, 1, 2, . . . .

a) Wykaza¢, »e 0 < Xn < 1 dla dowolnego n.
b) Wykaza¢, »e (Xn)n≥0 jest martyngaªem wzgl¦dem naturalnej �ltracji.
c) Udowodni¢, »e (Xn)n≥0 zbiega prawie na pewno i w Lp dla dowolnego 1 ≤

p < ∞ do pewnej granicznej zmiennej losowej X∞.
d) Wykaza¢, »e dla dowolnego n,

E[(Xn+1 −Xn)
2] = (1− θ)2E[Xn(1−Xn)].

e) Obliczy¢ E[X∞(1−X∞)] i wyznaczy¢ rozkªad X∞.


