MNRP, kolokwium - szkice rozwiazan

1. a) Mamy dwadziescia miejsc w ciagu. Wybieramy dwa miejsca dla zer, nastepnie dwa
miejsca dla jedynek, dwa miejsca dla dwojek, itd. Stad szukana liczba ciagéw to
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Alternatywnie, nalezy rozbi¢ zbiér 20 miejsc w ciggu na dziesie¢ zbioréw o mocy 2 kazdy;
prowadzi to bezposrednio do powyzszego utamka.

b) Kazdy niemalejacy ciag jest jednoznacznie wyznaczony przez informacje, ile razy wy-
stapilo w nim zero, ile razy wystapita jedynka, ..., ile razy wystapita dziewiatka. 7Z drugiej
strony wiemy, ze taczna liczba wystapien wszystkich cyfr wynosi 20. Wobec tego, szukana
liczba ciggéw to liczba rozwiazan réwnania
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2. Policzmy prawdopodobienistwo zdarzenia przeciwnego i zastosujmy wzor wlaczen i wy-
taczen. Niech

gdzie x; to liczba wystapien cyfry j. Stad odpowiedz: (

D = {pewne dwie osoby sposrod A, B, C siedza obok siebie}.
Wowcezas
D = Dap U Dpc U Dca,
gdzie Dxy oznacza zdarzenie ,,X, Y siedzg obok siebie”. Bezposrednio liczymy, iz

2
P(Dap) = P(Dpc) =P(Dca) = 9
(osobe A sadzamy dowolnie; osoba B ma dziewie¢ mozliwosci, z czego dwie sa obok A). Po-
dobnie,

2
P(Dap N Dpec) =P(Dpe N Dea) =P(DoaNDyp) = =
oraz P(Dag N Dgc N Dea) = P(B) = 0. Stad, na mocy wzoru wlaczen i wylaczen,
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i odpowiedz w zadaniu brzmi: 5/12.

3. Stosujemy wzér na prawdopodobienstwo catkowite. Niech H;, Hj; oznaczajg zdarzenia
,wyciagnieto talie I, II”, odpowiednio. Niech A = {wylosowano co najmniej jednego krola},
B = { wylosowano co najmniej jednego kiera}. Mamy

P(ANB)=1-PAUB)=1-PA") —P(B")+P(A NDB.

Kazde z powyzszych trzech prawdopodobienstw liczymy w ten sam sposob; policzymy P(A’).
Mamy
P(A") =P(A'|H)P(H;) + P(A'|H)P(Hpp).

Ale
P(A'|Hy) =P(A'|Hyp) = %, P(H;) =P(H) = %,
wiec
P(4') = %
itp.

4. Wprowadzmy zdarzenia H; - wylosowano prawidtowa monete, Hy - wylosowano monete
z dwoma ortami, H3 - wylosowano trzecig monete, A - uzyskano orta. Ze wzoru Bayesa,
P(A|H.)P(H,)
(A[H,P(H,) + P(A|H)P(IT,) + P(AHy)P(H;)

IP’(H1|A) = P

Z warunkow zadania, P(H,) = P(Hy) = P(Hs) = 1/3 oraz
P(AIH) = 1/2.  B(AH)=1,  PB(A|Hy) = 3/4.

Wystarczy wstawic.

5. Oznaczmy niewiekszg z wylosowanych liczb przez x, a niemniejsza przez y. Wowczas
Q={(z,y) : 0 <z <y <1}. Zadanie sprowadza sie do rozwazenia trzech przypadkow:

[. Lewy kawalek ma dlugos¢é mniejsza niz 1/3, a pozostate - niemniejsza (prowadzi to do
uktadu nieréwnosci x < 1/3, y —x > 1/3 oraz 1 —y > 1/3).

I1. Srodkowy kawaltek ma dtugo$é mniejsza niz 1/3, a pozostale - niemniejsza (prowadzi to
do uktadu nieréwnosci x > 1/3, y —x < 1/3 oraz 1 —y > 1/3).

III. Prawy kawalek ma dtugos$¢ mniejsza niz 1/3, a pozostale - niemniejsza (prowadzi to do
uktadu nieréwnosci x > 1/3, y —x > 1/3 oraz 1 —y < 1/3).

Zaznaczajac na rysunku odpowiednie figury i liczac ich pola, dostajemy wynik 1/3.
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6. a) Stosujemy uogolniony schemat Bernoulliego, gdzie w pojedynczej probie (losowaniu)
mamy trzy wyniki: kule biata, czarna lub zielona (z prawdopodobienstwami 5/12, 4/12 1 3/12,

odpowiednio). Odpowiedz:
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b) Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego, nalezy obliczy¢ iloraz stosownych praw-
dopodobieristw. W liczniku pojawia sie prawdopodobienstwo, ze wyciagniemy 5 kul bialych
i dwie kule zielone. Wobec tego, w trzech losowaniach wyciagnieto czarna kule 1 w liczniku
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W mianowniku za$ sta¢ bedzie prawdopodobienstwo, ze kula zielona pojawita sie dwa razy.
Aby je wyznaczyé, potraktujmy losowanie z zadania jako nieco inny schemat Bernoulliego,
tym razem klasyczny. Mianowicie, proba jest pojedyncze losowanie, ale wyrézniamy tylko dwa
wyniki: sukces - zielona kula, porazka - nie-zielona kula. Widzimy, ze szukane prawdopodo-

bieristwo wynosi
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Wystarczy juz tylko podzieli¢ odpowiednie wyrazenia.

7. Zastosujemy alternatywny warunek na niezalezno$é: dla dowolnego ciagu €9, €3, ..., €100
znakow, sprawdzimy, ze

P(A N AS (... O A5 = P(AZ)P(AS) ... P(AS)

(gdzie, jak zwykle, A' = A, A=" = A’). Jak tatwo sprawdzi¢, P(A;) = 1/6 i P(A}) = 5/6.
Wobec tego, po prawej stronie stoi liczba 5% /6%, gdzie k to liczba —1 w ciagu €9, €3, . . ., £100. PO
lewej stronie stoi ta sama liczba: istotnie, policzmy ja ,krok po kroku”. W pierwszym losowaniu
nie jest istotne co wypadnie: ktadziemy 6/6. Jesli e3 = 1 (czyli w iloczynie wystepuje zdarzenie
Ay), to w drugim losowaniu ma powtorzy¢ sie liczba z pierwszego rzutu: stad przemnazamy
przez 1/6; jesli e = —1, to powtoérzenia ma nie by¢ i przemnazamy lewa strone przez 5/6. 1
tak dalej: przy uwzglednianiu kolejnych zdarzen A;* przemnazamy lews strong przez 1/6 badz
5/6, w zaleznosci od znaku e;. Stad zachodzi odpowiednia rownosé i zdarzenia sa niezalezne.
Uwaga: mozna to zadanie rozwiazaé¢ w oparciu o zwykta definicje niezaleznosci.

8. Rozwazmy nastepujace kodowanie (ustawienie zawodnikow w ciag (Wi, Wa, ..., Wam)).
Najpierw spojrzmy na finat: zwyciezce turnieju wpiszmy na pierwszym miejscu, przegranego z



finalu - na drugim miejscu. To zatatwia finat: ustawiliémy 2 zawodnikow Wy, Wy w permutacji.
Teraz potfinal: zawodnika, ktory przegral tam z Wi, ustawmy na trzecim miejscu; zawodnika
ktory przegrat z Wy, ustawmy na czwartym miejscu. To zatatwia potfinal: ustawiliSmy za-
wodnikow Wy, Wy, W3, Wy w permutacji. Teraz ¢wieréfinal: zawodnika, ktory przegrat z Wy,
stawiamy na miejscu nr 5; zawodnika ktory przegrat z W5, na miejscu nr 6; zawodnika, ktory
przegrat z W3, na miejscu nr 7; wreszcie, zawodnika ktory przegrat z Wy, na miejscu nr 8. To
zalatwia ¢wieréfinal i ustawia zawodnikow Wy, Ws, ..., Ws. Rozumowanie kontynuujemy az
uwzglednimy wszystkie rundy. Wida¢, ze dostajemy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é
pomiedzy przebiegami turnieju a permutacjami zbioru zawodnikéw. Stad teza.



