Egzamin z Rachunku Prawdopodobieristwa, 8 lutego 2013r.
Wersja I

Instrukcja:

Uwaznie przeczytaj tresci zadan. W szczegdlnosci zwroé uwage jakie polecenia sa do wykonania w danym zadaniu.

Rozwiazanie kazdego zadania nalezy pisa¢ na osobnej kartce. Kazda kartka musi by¢ podpisana czytelnie
i DRUKOWANYMI literami imieniem i nazwiskiem, numerem indeksu i opatrzona numerem wersji i zadania,
np.: ,Zad. 3. Wersja I".

W rozwiazaniu zadania nalezy przedstawi¢ wszystkie obliczenia i objasni¢ kluczowe kroki rozumowania (w szcze-
golnosci opisaé¢ rozwazane w rozwiazaniu zdarzenia, itp.), przywotaé¢ (z nazwy) uzywane fakty i wzory, etc. Za
rozwigzanie zawierajace sam wynik konicowy nie bedg przyznawane zadne punkty.

Nie wolno korzysta¢ z notatek, ksiazek czy kalkulatoréw.
W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy, sprawdzian moze zostaé¢ przerwany a praca anulowana.

Czas pisania egzaminu: 150 minut

. Pewien malarz tworzy obrazy w nastepujacy sposob: wybiera losowo punkt (X,Y) z bialego

kwadratowego ptétna [0, 1] x [0, 1], a nastepnie lewy dolny rog ptoétna (obszar ponizej i na lewo
od punktu (X,Y")) maluje na zielono, za$ prawy gorny rog ptotna (obszar powyzej i na prawo od
punktu (X,Y’)) maluje na pomarariczowo. Jaka czes¢ plotna bedzie srednio zajmowal kolorowy
obszar? (4 pkt) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X +Y (4 pkt).

Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y’) ma rozktad z gestoscia g(z,y) = (z+y)1j0<a<iy Lo<y<i}-
Wyznaczy¢ rozktady zmiennych X 1Y (4 pkt). Obliczy¢ kowariancje zmiennych X 1Y (4 pkt).
Czy zmienne X 1Y sa niezalezne? Odpowiedz uzasadni¢ (2 pkt).

Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozktad z gestoscia g(z,y) = %1{0<x<y}. Obliczy¢
E(X|Y) (4 pkt), E(X?sin(Y) |Y) (4 pkt), oraz EX (2 pkt).

Zalozmy, ze liczba glownych wygranych w Lotto (trafieri szostek) w pojedynczym losowaniu
jest zmienna losowa X o rozkladzie Poissona z parametrem A = 1/4. Przypu$émy, ze kazdy z
posiadaczy wygrywajacego losu odbiera swojg nagrode z prawdopodobieristwem 90%. Niech Y
oznacza liczbe odebranych gtownych wygranych. Opisaé¢ rozklad warunkowy Y| X = z (2 pkt).
Obliczy¢ E(Y'|X) (3 pkt) oraz EY (2 pkt).

Wykonujemy ciag rzutéw symetryczng moneta. Definiujemy:

(a) zmienne losowe X, nastepujaco: X, = 1, jesli w n-tym rzucie wypadt orzel, i X,, = 0w
przeciwnym przypadku. Zbadaé zbiezno$é ciagu % prawie na pewno i wyznaczy¢
granice, jesli istnieje. (4 pkt)

(b) zmienne losowe Y,, nastepujaco: Y;, = 1, jesli w pierwszych n rzutach wypadly same orty, oraz
Y, = 0 w przeciwnym przypadku. Zbada¢ zbieznosé¢ ciagu Y,, wedlug prawdopodobieristwa
i wyznaczy¢ granice, jesli istnieje. (4 pkt)

Przypusémy, ze co drugi klient supermarketu stajacy przy kasie jest oszczedny, zas co drugi
rozrzutny. Oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze sposrod 200 (niezaleznych) klientow stojacych
przy kasie, co najmniej 100 bedzie oszczednych (4 pkt). Przypusémy teraz, ze podczas jednej
wizyty klient oszczedny wydaje srednio 100PLN, przy odchyleniu standardowym 30PLN; za$
klient rozrzutny — srednio 300PLN, z odchyleniem standardowym réwnym 40PLN. Wyznaczyé
przyblizone prawdopodobienstwo, ze 200 klientow (w tym 100 oszczednych i 100 rozrzutnych)
obstuzonych przez pewna kasjerke zostawi w kasie co najmniej 41 tys. PLN (&5 pkt).

Jacek i Placek graja w nastepujaca gre: rzucaja symetryczng monets, az wypadnie ciag ORZEEL-
REszkA-ORzEL, kiedy to wygrywa Jacek, lub ciag REszkA-RESzkA-ORZEL, kiedy to wygrywa
Placek. Jaka jest szansa, ze najpdzniej po pierwszych pieciu rzutach Jacek wygra? (3 pkt) Ktory
z chlopcow ma wieksza szanse wygranej? (5 pkt)



