Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 3.02.2016
grupa A

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej kartce, nalezy oddaé 6 kartek. Maksimum punktow mozna uzyskaé za
poprawne rozwigzanie 5 zadan z 6. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0 — 10pkt. Prosze czytelnie podpisaé
kazdg kartke imieniem i nazwiskiem oraz numerem indeksu i oznaczyé wersjg egzaminu (np. grupa A). Czas trwania
egzaminu: 120 min.

1. Zalozmy, ze U; i Uy sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na [0,2]. Niech X = U
1Y = max{U;, Us}.

(a) Wyznacz rozktad taczny wektora (X,Y).
(b) Oblicz EY oraz Cov(X,Y).
(c) Oblicz P(X >Y).

2. Zmienne X, Y i Z sg zmiennymi losowymi z rozktadu wyktadniczego z parametrem %, przy czym pary X i
Y oraz Y i Z sa niezalezne, lecz jednoczesnie Z jest skorelowany z X: Cov(X, Z) = 1.

(a) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X + Y.
(b) Wyznaczy¢ wspotezynnik korelacji zmiennych X +Y i Z.
(c) Wiedzac, ze Cov(X Z,Y) = 0 wyznaczy¢ wariancje zmiennej X - Y + Z.

3. Zalozmy, ze wektor zmiennych losowych (X,Y’) ma rozktad laczny o gestosci f(z,y) zadanej wzorem

(a) Wyznacz stala c. fa,y) = ¢ Loa-a2)(y) - L(-2,2)(2)-

(b) Oblicz E(Y|X).
(¢c) Czy X 1Y sa niezalezne? Odpowiedz uzasadnij!

4. Niech Xy, Xo, ... bedg zmiennymi losowymi opisujacymi kwoty, jakie kolejni przechodnie wrzucaja do puszki
podczas kwesty WOSP. Zatozmy, ze kwoty te sa niezalezne, ale wraz z uplywem czasu trwania kwesty
przechodnie staja sie coraz bardziej hojni: EX,, = 2n, przy czym VarX,, = 1. (a) Korzystajac z nieréwnosci
Czebyszewa-Bienaymé oszacowaé¢ z goéry prawdopodobienstwo, ze pierwszych trzech przechodniéw wrzuci
tacznie do puszki kwote rozniaca sie o co najmniej 6 zt od kwoty wrzuconej przez szosta osobe. (b) Wyznaczy¢
state a i b tak, by dla duzych n wyrazenie an + b mozliwie dobrze przyblizalo srednia kwote wrzucona do
puszki w grupie pierwszych n darczyricow, tj. by % — (an +b) .o

5. W grze w ruletke 18 poél oznaczonych jest na czerwono, 18 na czarno, a 2 na zielono. Mozemy obstawiaé
kwote = zt, ze kulka zatrzyma sie na polu czerwonym lub zZe zatrzyma sie na czarnym. Jesli kulka zatrzyma
sie na polu ktorego kolor obstawialiémy, wygrywamy x zt a w przeciwnym wypadku tracimy postawione x zt.
Wchodzac do kasyna mamy 1444 zt. Oblicz przyblizone prawdopodobienistwo, ze po obstawieniu 1444 razy
po 1 z uda nam sie pozosta¢ nad kreska, czyli dysponowa¢ kapitatem co najmniej takim z jakim przyszlismy
do kasyna. Oblicz analogiczne prawdopodobienistwo dla strategii polegajacej na obstawianiu 361 razy po 4 zt.
Ktoéra strategia jest lepsza? Odpowiedz uzasadnij.

6. Zal6zmy, ze zmiany na stanowisku prezesa pewnej panstwowej spotki przebiegaja w nastepujacy sposob. Jest
czterech fachowcow, ktorzy moga petnié¢ te funkcje, przy czym dwoch (ozn. Aj, As) sprzyja partii A, zas
pozostatych dwoch (ozn. By, Bg) — partii B. W przypadku, gdy w danym kwartale nie sg przeprowadzane
wybory, przewodniczacy aktualnie urzedujacej partii decyduje, czy obecny prezes spoéiki zostaje na stanowisku
(z prawdopodobienistwem %), czy tez nastepuje zmiana na innego fachowca z tej samej opcji politycznej.
Jednak z prawdopodobieristwem % w kazdym kwartale moga odbywaé sie wybory, w ktorych nastepuje
zmiana partii rzadzacej; wowczas oczywiscie nastepuje zmiana prezesa na fachowca numer 1 z drugiej partii.

Wyznaczyé:
(a) prawdopodobienstwo, ze fachowiec Aj, ktory peit funkcje w I kwartale 2016 roku, bedzie ja petnit
przez kolejne 3 kwartaly;
(b) prawdopodobienstwo, ze jesli mechanizm ten dziala od dluzszego czasu, to w I kwartale 2016 roku
funkcje petni fachowiec Ay;
(c) éredni czas (liczony w kwartatach) jaki uptynie od I kwartatu 2016 roku, kiedy funkcje sprawuje fachowiec
Ay, do przejecia tej funkcji przez Bi.

®(0) = 0,5, d(1) ~ 0,841, (1,5) ~ 0,933, B(2) ~ 0,977, (2,5) ~ 0,994, D(3) ~ 0,9987, D(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 3.02.2016
grupa B

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej kartce, nalezy oddaé 6 kartek. Maksimum punktow mozna uzyskaé za
poprawne rozwigzanie 5 zadan z 6. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0 — 10pkt. Prosze czytelnie podpisaé
kazdg kartke imieniem i nazwiskiem oraz numerem indeksu i oznaczyé wersjg egzaminu (np. grupa B). Czas trwania
egzaminu: 120 min.

1. Zalozmy, ze Ty 1 T sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na [0, 1]. Niech X =T}
1Y = max{Ty,T>»}.

(a) Wyznacz rozktad taczny wektora (X,Y).
(b) Oblicz EY oraz Cov(X,Y)
(¢) Oblicz P(Y > X).

2. Zmienne X, Y i Z sg zmiennymi losowymi z rozktadu wyktadniczego z parametrem %, przy czym pary X i
Z oraz Y i1 Z sa niezalezne, lecz jednoczesnie X jest skorelowany z Y: Cov(X,Y) = 1.

(a) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X + Z.
(b) Wyznaczy¢ wspotezynnik korelacji zmiennych X + Z 1 Y.
(c) Wiedzac, ze Cov(XY, Z) = 0 wyznaczy¢ wariancje zmiennej X - Z + Y.

3. Zalozmy, ze wektor zmiennych losowych (X,Y') ma rozktad laczny o gestosci f(z,y) zadanej wzorem

(a) Wyznacz stalg c. fla,y) = c- 1Y) - La—y2 (@)

(b) Oblicz E(X]Y).
(¢c) Czy X 1Y sa niezalezne? Odpowiedz uzasadnij!

4. Niech Xy, Xo, ... beda zmiennymi losowymi opisujacymi kwoty, jakie kolejni przechodnie wrzucaja do puszki
podczas kwesty WOSP. Zatozmy, ze kwoty te sa niezalezne, ale wraz z uplywem czasu trwania kwesty
przechodnie staja sie coraz bardziej hojni: EX,, = 3n, przy czym VarX,, = 3. (a) Korzystajac z nieréwnosci
Czebyszewa-Bienaymé oszacowaé¢ z gory prawdopodobieristwo, ze pierwszych pieciu przechodniéow wrzuci
tacznie do puszki kwote rozniaca sic o co najmniej 8 zt od kwoty wrzuconej przez pietnasta osobe. (b)
Wyznaczyé state a i b tak, by dla duzych n wyrazenie an + b mozliwie dobrze przyblizato srednia kwote
wrzucong do puszki w grupie pierwszych n darczyncéw, tj. by w — (an +b) .o

5. W grze w ruletke 18 pdl jest oznaczonych liczbami parzystymi, 18 jest oznaczonych liczbami nieparzystymi, a 2
oznaczone sg inaczej. Mozemy obstawia¢ kwote x zt, ze kulka zatrzyma sie na polu parzystym lub zZe zatrzyma
sie na nieparzystym. Jesli kulka zatrzyma sie na polu ktérego parzystosé obstawiliSmy, wygrywamy x zt a
w przeciwnym wypadku tracimy postawione z zt. Wchodzac do kasyna mamy 3249 zt. Oblicz przyblizone
prawdopodobieristwo, ze po obstawieniu 3249 razy po 1 zl bedziemy pod kreska, tj. bedziemy dysponowaé
kapitatem mniejszym niz poczatkowy. Oblicz analogiczne prawdopodobienistwo dla strategii polegajacej na
obstawianiu 361 razy po 9 zl. Ktora strategia jest lepsza? OdpowiedZ uzasadnij.

6. Zal6zmy, ze zmiany na stanowisku prezesa pewnej panstwowej spotki przebiegaja w nastepujacy sposob. Jest
czterech fachowcow, ktorzy moga petnié te funkcje, przy czym dwoch (ozn. Aj, As) sprzyja partii A, zas
pozostatych dwoch (ozn. By, Bg) — partii B. W przypadku, gdy w danym kwartale nie sg przeprowadzane
wybory, przewodniczacy aktualnie urzedujacej partii decyduje, czy obecny prezes spéiki zostaje na stanowisku
(z prawdopodobienistwem %), czy tez nastepuje zmiana na innego fachowca z tej samej opcji politycznej.
Jednak z prawdopodobieristwem % w kazdym kwartale moga odbywaé sie wybory, w ktorych nastepuje
zmiana partii rzadzacej; wowczas oczywiscie nastepuje zmiana prezesa na fachowca numer 1 z drugiej partii.

Wyznaczyé:
(a) prawdopodobienstwo, ze fachowiec Bs, ktory peit funkcje w I kwartale 2016 roku, bedzie ja petnit
przez kolejne 3 kwartaly;
(b) prawdopodobienstwo, ze jesli mechanizm ten dziala od dluzszego czasu, to w I kwartale 2016 roku
funkcje petni fachowiec Bs;
(c) éredni czas (liczony w kwartatach) jaki uptynie od I kwartatu 2016 roku, kiedy funkcje sprawuje fachowiec
Bs, do przejecia tej funkcji przez A;.

®(0) = 0,5, d(1) ~ 0,841, (1,5) ~ 0,933, B(2) ~ 0,977, (2,5) ~ 0,994, D(3) ~ 0,9987, D(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 3.02.2016
grupa C

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej kartce, nalezy oddac¢ 6 kartek. Maksimum punktow mozna uzyskaé za
poprawne rozwigzanie 5 zadan z 6. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0 — 10pkt. Prosze czytelnie podpisaé
kazdg kartke imieniem i nazwiskiem oraz numerem indeksu i oznaczyé wersjg egzaminu (np. grupa C). Czas trwania
egzaminu: 120 min.

1.

Zalozmy, ze Uy 1 Us sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na [0,2]. Niech X =
max{Ul, UQ} 1Y = UQ.

(a) Wyznacz rozktad taczny wektora (X,Y).

(b) Oblicz EX oraz Cov(X,Y).

(c) Oblicz P(X >Y).

. Zmienne X, Y i Z sa zmiennymi losowymi z rozkltadu wyktadniczego z parametrem %, przy czym pary X i

Y oraz X i Z sa niezalezne, lecz jednoczesnie Z jest skorelowany z Y: Cov(Y, Z) = 1.

(a) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X + Z.
(b) Wyznaczy¢ wspoélczynnik korelacji zmiennych X + Z 1 Y.
(c) Wiedzac, ze Cov(Y Z, X) = 0 wyznaczy¢ wariancje zmiennej Y - X + Z.

Zatozmy, ze wektor zmiennych losowych (X,Y’) ma rozktad taczny o gestosci f(z,y) zadanej wzorem

(a) Wyznacz staly c. f(@,y) = ¢ Lya20)(y) - L(22)(@).
(b) Oblicz E(Y|X).
(¢c) Czy X 1Y sa niezalezne? Odpowiedz uzasadnij!

Niech X7, Xa, ... beda zmiennymi losowymi opisujacymi kwoty, jakie kolejni przechodnie wrzucaja do puszki
podczas kwesty WOSP. Zalozmy, ze kwoty te sa niezalezne, ale wraz z uplywem czasu trwania kwesty
przechodnie staja sie coraz bardziej hojni: EX,, = n+2, przy czym VarX,, = 1. (a) Korzystajac z nieréwnosci
Czebyszewa oszacowaé z gory prawdopodobienistwo, ze pierwszych czterech przechodniéw wrzuci tacznie do
puszki kwote rézniaca sie o co najmniej 5 zt od kwoty wrzuconej przez szesnasta osobe. (b) Wyznaczy¢ state
a i b tak, by dla duzych n wyrazenie an + b mozliwie dobrze przyblizato érednia kwote wrzucona do puszki

w grupie pierwszych n darczyncow, tj. by % — (an +b) P.o.

. W grze w ruletke 18 poél oznaczonych jest na czerwono, 18 na czarno, a 2 na zielono. Mozemy obstawiaé

kwote x zl, ze kulka zatrzyma sie na polu czerwonym lub ze zatrzyma sie na czarnym. Jedli kulka zatrzyma
sie na polu ktorego kolor obstawialiSmy, wygrywamy x zt a w przeciwnym wypadku tracimy postawione x zt.
Wchodzac do kasyna mamy 1444zt. Oblicz przyblizone prawdopodobieristwo, ze po obstawieniu 1444 razy po
1 zt bedziemy pod kreska, czyli bedziemy dysponowaé kapitatem nizszym niz poczatkowy. Oblicz analogiczne
prawdopodobienistwo dla strategii polegajacej na obstawianiu 361 razy po 4 zt. Ktora strategia jest lepsza?
Odpowiedz uzasadnij.

Zatozmy, ze zmiany na stanowisku prezesa pewnej panstwowej spotki przebiegaja w nastepujacy sposob. Jest
czterech fachowcow, ktorzy moga pelnié te funkcje, przy czym dwoch (ozn. Ay, As) sprzyja partii A, zas
pozostatych dwoch (ozn. By, Bg) — partii B. W przypadku, gdy w danym kwartale nie sa przeprowadzane
wybory, przewodniczacy aktualnie urzedujacej partii decyduje, czy obecny prezes spoétki zostaje na stanowisku
(z prawdopodobienstwem %), czy tez nastepuje zmiana na innego fachowca z tej samej opcji politycznej.
Jednak z prawdopodobienistwem % w kazdym kwartale moga odbywaé sie wybory, w ktérych nastepuje
zmiana partii rzadzgcej; woéwczas oczywiscie nastepuje zmiana prezesa na fachowca numer 1 z drugiej partii.

Wyznaczy¢:
(a) prawdopodobienstwo, ze fachowiec Ag, ktory peil funkcje w I kwartale 2016 roku, bedzie ja petnit
przez kolejne 3 kwartaly;

(b) prawdopodobienstwo, ze jesli mechanizm ten dziata od dluzszego czasu, to w I kwartale 2016 roku
funkcje pelni fachowiec As;

(c) $redni czas (liczony w kwartatach) jaki uptynie od I kwartatu 2016 roku, kiedy funkcje sprawuje fachowiec
Ay, do przejecia tej funkcji przez Bj.

$(0) = 0,5, D(1) ~ 0,841, (1,5) ~ 0,933, B(2) ~ 0,977, (2,5) ~ 0,994, D(3) ~ 0,9987, D(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 3.02.2016
grupa D

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej kartce, nalezy oddaé 6 kartek. Maksimum punktow mozna uzyskaé za
poprawne rozwigzanie 5 zadan z 6. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0 — 10pkt. Prosze czytelnie podpisaé
kazdg kartke imieniem i nazwiskiem oraz numerem indeksu i oznaczyé wersjqg egzaminu (np. grupa D). Czas trwania
egzaminu: 120 min.

1.

Zatozmy, ze Th 1 To sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na [0,1]. Niech X =
maX{Tl,TQ} 1Y = TQ.

(a) Wyznacz rozktad taczny wektora (X,Y).

(b) Oblicz EY oraz Cov(X,Y)

(¢) Oblicz P(Y > X).

. Zmienne X, Y i Z sg zmiennymi losowymi z rozktadu wykltadniczego z parametrem %, przy czym pary X i

Z oraz Y i1 Z sa niezalezne, lecz jednoczesnie X jest skorelowany z Y: Cov(X,Y) = 1.

(a) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X + Z.
(b) Wyznaczy¢ wspotezynnik korelacji zmiennych X + Z 1 Y.
(¢) Wiedzac, ze Cov(XY, Z) = 0 wyznaczy¢ wariancje zmiennej Y - Z + X.

Zalozmy, ze wektor zmiennych losowych (X,Y’) ma rozktad taczny o gestosci f(z,y) zadanej wzorem

(a) Wyznacz stala c. f(@oy) =c 1 11)(y) - Lo,1-y2) ().

(b) Oblicz E(X]Y).
(¢c) Czy X 1Y sa niezalezne? Odpowiedz uzasadnij!

Niech X7, Xo, ... beda zmiennymi losowymi opisujacymi kwoty, jakie kolejni przechodnie wrzucaja do puszki
podczas kwesty WOSP. Zatozmy, ze kwoty te sa niezalezne, ale wraz z uplywem czasu trwania kwesty
przechodnie staja sie coraz bardziej hojni: EX,, = n+1, przy czym VarX,, = 2. (a) Korzystajac z nieréwnosci
Czebyszewa oszacowaé z gory prawdopodobienistwo, ze pierwszych dwoéch przechodniéw wrzuci tacznie do
puszki kwote rozniaca sie o co najmniej 4 zt od kwoty wrzuconej przez czwarta osobe. (b) Wyznaczy¢ state
a i b tak, by dla duzych n wyrazenie an + b mozliwie dobrze przyblizato érednia kwote wrzucona do puszki

w grupie pierwszych n darczynicow, tj. by % — (an +b) P.o.

. W grze w ruletke 18 pdl jest oznaczonych liczbami parzystymi, 18 jest oznaczonych liczbami nieparzystymi, a 2

oznaczone sg inaczej. Mozemy obstawia¢ kwote x zt, ze kulka zatrzyma sie na polu parzystym lub ze zatrzyma
sie na nieparzystym. Jesli kulka zatrzyma sie na polu ktérego parzystosé obstawiliSmy, wygrywamy x zt a
w przeciwnym wypadku tracimy postawione z zt. Wchodzac do kasyna mamy 3249 zt. Oblicz przyblizone
prawdopodobieristwo, ze po obstawieniu 3249 razy po 1 zt uda nam sie pozosta¢ nad kreska, czyli dysponowaé
kapitalem co najmniej takim z jakim przyszliSmy do kasyna. Oblicz analogiczne prawdopodobienistwo dla
strategii polegajacej na obstawianiu 361 razy po 9 zt. Ktora strategia jest lepsza? OdpowiedZ uzasadnij.

Zalézmy, ze zmiany na stanowisku prezesa pewnej panstwowej spotki przebiegaja w nastepujacy sposob. Jest
czterech fachowcow, ktorzy moga petnié te funkcje, przy czym dwoch (ozn. Aj, As) sprzyja partii A, zas
pozostatych dwoch (ozn. By, Bg) — partii B. W przypadku, gdy w danym kwartale nie sg przeprowadzane
wybory, przewodniczacy aktualnie urzedujacej partii decyduje, czy obecny prezes spéiki zostaje na stanowisku
(z prawdopodobienistwem %), czy tez nastepuje zmiana na innego fachowca z tej samej opcji politycznej.
Jednak z prawdopodobieristwem % w kazdym kwartale moga odbywaé sie wybory, w ktorych nastepuje
zmiana partii rzadzacej; wowczas oczywiscie nastepuje zmiana prezesa na fachowca numer 1 z drugiej partii.

Wyznaczyé:
(a) prawdopodobienstwo, ze fachowiec Bj, ktory pemit funkcje w I kwartale 2016 roku, bedzie ja petnit
przez kolejne 3 kwartaly;
(b) prawdopodobienstwo, ze jesli mechanizm ten dziala od dluzszego czasu, to w I kwartale 2016 roku
funkcje petni fachowiec By;
(c) éredni czas (liczony w kwartatach) jaki uptynie od I kwartatu 2016 roku, kiedy funkcje sprawuje fachowiec
By, do przejecia tej funkcji przez A;.

®(0) = 0,5, d(1) ~ 0,841, (1,5) ~ 0,933, B(2) ~ 0,977, (2,5) ~ 0,994, D(3) ~ 0,9987, D(4) ~ 0,99997



