Zestaw zadan testowych z Analizy Funkcjonalnej

1. Zalézmy, ze X, Y sa przestrzeniami Banacha.

Jesli X jest skoniczenie wymiarowa, to kazde przeksztalcenie liniowe T': X — Y jest ciagle.

Jesli Y jest skoiniczenie wymiarowa, to kazde przeksztalcenie liniowe T : X — Y jest ciagle.

Jesli kazde przeksztalcenie liniowe T': X — Y jest ciagle, to X jest skoniczenie wymiarowa.

2. Rozwazamy przestrzen ¢y z norma supremum | - ||oo-

|:] Zbiér X = {(xn)nzl : Z |xn| < oo} jest domknieta podprzestrzenia cq.

n=1

|:] Zbior X = {(xn)n>1 : E |zn] < 1} jest domknieta podprzestrzenia cg.
n=1
(2 o .
I:] Zbior X = {(xn)n>1 €cp: E = = 0} jest domknieta podprzestrzenia cg.
= n
n=1

3. Niech X # {0} bedzie podprzestrzenia domknieta ¢s.
|:] Zachodzi tozsamo$é X = (X+)*+.
|:] Operator identycznosci Id oraz rzut ortogonalny Px spelniajg warunek ||Id + Px| = 2.
|:] Istnieje funkcjonal ¢ € X* speliajacy ||¢||x+ = 1 oraz ¢|x. = 0.

4. Dane s funkcje f(z) = zx(0,)(2), g(x) = 1 oraz h(z) = z, dla x € [, 7].
I:] Rozwiniecie f w szereg Fouriera w Lo(—m, ) to

R i 2 cos(2n + 1)x
_ -1 n+1 _“ bt Sl Vil
fla) =+ 321( ) sinna — = n§:1 CTESE

[ | Zachodzi rownosé dist(h, lin(f, g)) = 1/2.
I:] Przestrzeni {f}+ N {g}* jest nieskoniczenie wymiarowa.

5. Niech T bedzie operatorem dzialajacym na nieskoriczonych ciagach (x,,),>1 wzorem Ta =
(xg — 21,23 — T2, g — T3,...). -
|:] T jest ciagly jako operator z cog W cqo.
|:] T jest ciagly jako operator z ¢ w /3.
|:] Obraz T'(cp) jest domknieta podprzestrzenia c.

6. Rozwazamy uktad Rademachera (r,),>1 oraz uktad Haara (hy)n>0 na La(0,1).

I:] Rzut wektora hs na podprzestrzeri rozpinang przez (ry),>1 wynosi (prosze wpisac ile).

I:] Norma operatora T na Ly(0,1), danego wzorem T' (Z anhn> = Z (p_1Ty, jest rowna 1.
n=0 n=1

|:] Istnieje nieskoniczenie wiele funkcjonalow ¢ € Lo(0,1)*, spelniajacych ||| = 1 oraz ¢(ry,) =

Odlan=1,2,....
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7. Dlan =1, 2, ..., rozwazamy ciag =, = (0,0,...,0,n71/2,0,...), gdzie jedyny niezerowy
wyraz znajduje sie na n-tym miejscu.
|:] Szereg > ° | x,, zbiega w £, wtedy i tylko wtedy, gdy p > 2.
Istnieje funkcjonal ¢ € ¢f spetniajacy ¢(z,) = n~1/2 dla nieskonczenie wielu n.

Istnieje funkcjonal ¢ € cf spelniajacy ¢(z,) = n~! dla nieskoniczenie wielu n.

8. Niech X = {f € C[0,1] : f(0) = f(1) =0}.
I:] Przestrzen X, traktowana jako podprzestrzen Lo, (0, 1), jest domknieta.
I:] Przestrzen X, traktowana jako podprzestrzen Lg(0, 1), jest gesta.

I:] Wprowadzmy na X topologie pochodzaca od normy supremum. Woéwczas operator T :
X — X dany wzorem T f(z) = (1 — x) fox f, ma obraz gesty w X.

9. Dana jest przestrzen Hilberta H oraz operator liniowy ciagly 7' : H — H, speliajacy
warunek (Tx,z) > ||z||* dla wszystkich = € H.

I:] Przestrzen T(H) (obraz operatora T) jest domkniety.
—run-n
|:] T jest izomorfizmem.

10. Dla dwoch przestrzeni Banacha X, Y, mowimy, ze X wklada sie izomorficznie w Y, jesli ist-
nieje przeksztalcenie liniowe T': X — Y oraz stale ¢1, ca > 0 takie, ze c1]jz||x < |[Tz|y < coflz|x
dla wszystkich = € X. Méwimy, ze X wktada sie izometrycznie w Y, jesli istnieje przeksztalcenie
liniowe T': X — Y spelniajace warunek ||Tz|y = ||z||x dla wszystkich x € X.
|:] Dla 1 < p < o0, przestrzen ¢, wklada si¢ izometrycznie w L,(0, 1).
|:] Dla 1 < p < oo, przestrzen ¢, wklada si¢ izomorficznie w L, (0, 1).
|:] Dla 1 < p < o0, przestrzen ¢, wklada sie izometrycznie w L, (0, 1).

11. Przestrzenie Banacha X, Y sy izomorficzne, jesli istnieje bijektywne przeksztatcenie liniowe
T : X — Y oraz stale ¢1, ca > 0, speliajace warunek ¢1||z||x < [|[Tz|ly < ea]|z||x dla wszystkich
x € X. Przestrzenie sg izometryczne, jesli istnieje bijektywne przeksztalcenie liniowe T : X — Y
spetniajace | Tx|y = ||z||x dla wszystkich x € X.
|:] Przestrzen c¢q jest izomorficzna z ¢;.
|:] Przestrzen X = {x € {3 : xo + 23 — 10 + V21 = 0, x5 + xg = 0} jest izometryczna z £5.
|:] Przestrzenie L, (0, 1) oraz L,(R) sa izometryczne.

12. Zal6ézmy, 7ze H jest przestrzenia Hilberta, a T : H — H jest operatorem liniowym ciaglym.
Mowimy, ze podprzestrzen M C H jest niezmiennicza dla T, jesli T(M) C M.
|:] Jesli M jest przestrzenia niezmiennicza dla T, to M=+ takze.
|:] Jesli M jest przestrzenia niezmiennicza dla T, to M takze.

|:] Zalozmy, ze M C H jest podprzestrzeniag domknieta. Wtedy przestrzenie M oraz M* s3
niezmiennicze dla T wtedy i tylko wtedy, gdy TPy = PyT (Pas oznacza rzut ortogonalny na M).

13. Niech H = {5 oraz V = {z € {3 : x1 + 223 = —2x1 + 22 + x3 = 0}.

[ Jdimvt=2

I:] Niech a = (27"),,>1 € ¢3. Wowczas Py a, rzut ortogonalny @ na V, wynosi (wpisa¢ wynik).



|:] Istnieje nieskoriczenie wiele funkcjonaléw ¢ € H* spetniajacych warunek V' C Ker .

14. Zalézmy, ze X, Y sa przestrzeniami Banacha, a7 : X — Y jest przeksztatceniem liniowym.
I:] Przypu$émy, ze T ma nastepujaca wlasnosé: jesli ciag (zy)n>1 0 wyrazach w X zbiega do
0, to (T'xp)n>0 takze zbiega do 0. Wynika stad, ze T jest ciagly.

I:] Przypu$émy, ze T' ma nastepujaca wlasnosé: jesli ciag (zy,)n>1 0 wyrazach w X zbiega do
0, to (T'zp)n>0 jest ograniczony. Wynika stad, ze T jest ciagly.

|:] Przypus$émy, ze T ma nastepujaca wlasnosé: jesli ciag (x,)n>1 0 wyrazach w X jest ogra-
niczony, to (Tx,)n>0 takze jest ograniczony. Wynika stad, ze T jest ciagty.

15. Zalozmy, z2e A={x €ty : 9, =0dlan > 1}, B={x € {1 : x9p—1 = 2"xy, dlan > 1},
za$§ wektor ¢ = (cp)n>1 € £1 dany jest wzorem co,—1 = 0 oraz ¢, = 27" dlan > 1.
|:] A — ¢ i B sy domknietymi podzbiorami wypuktymi ¢;.

|:] A — c oraz B sy rozlaczne.
|:] Istnieje funkcjonat ¢ € X* spelniajacy warunek ¢(a) < infpe g ¢(b) dla dowolnego a € A—ec.

16. Zalozmy, ze A, B sa niepustymi, roztagcznymi, wypuklymi podzbiorami R™.
I:] Istnieje funkcjonat ¢ € (R™)* spelniajacy warunek ¢(a) < infye g ¢(b) dla dowolnego a € A.
I:] Istnieje funkcjonat p € (R™)* spelniajacy warunek ¢(a) < infye g ¢(b) dla dowolnego a € A.

I:] Jesli B jest otwarty, to istnieje funkcjonat ¢ € (R™)* spetniajacy warunek ¢(a) < infpe g ¢(b)
dla dowolnego a € A.

17. Zaloézmy, ze X jest przestrzenig unormowang.
|:] Jesli @1, zo € X spelniaja warunek ¢(z1) = ¢(z2) dla dowolnego ¢ € X*, to x1 = xs.
I:] Przypus$émy, ze A jest niepustym, ograniczonym podzbiorem X. Woéwczas dla dowolnego
p € X* obraz ¢(A) jest ograniczony.

|:] Przypusémy, ze A jest niepustym podzbiorem X o tej wlasnosci, ze dla dowolnego ¢ € X*,
obraz ¢(A) jest ograniczony. Wynika stad, ze A jest ograniczony.

18. Niech C'[0,1] oznacza przestrzeri funkcji ciagtych z [0,1] w R, ktére sa rézniczkowalne na
(0,1) i ktorych pochodna przedtuza sie do funkeji ciagtej na [0,1]. Przestrzen te wyposazamy w
norme || f|| = [f(0)] + [/"[ -

Operator identycznosci Id : Ct[0,1] < C[0, 1] (tj. dany wzorem Id(f) = f) jest ciagty.
Istnieje funkcjonat ¢ € (C0,1])*, ¢ # 0, zerujacy sie na podprzestrzeni wielomianow
stopnia wiekszego niz 5.

|:] Funkcja g € C1[0,1] dana wzorem g(x) = x jest odlegta od podprzestrzeni M = {f €
C'0,1] : [y f = f(1)} o nie wigcej niz 1.

19. Dana jest przestrzen unormowana X oraz funkcjonat ¢ € X*.
[ | Zalozmy, se ¢ nie przyjmuje na kuli B(0,4) wartosci 2024. Wynika stad, 7e ||¢]| < 506.
I:] Dla dowolnego = € X zachodzi tozsamosé |o(x)| = ||¢]| dist(z, Ker ¢).
I:] Istnieje wektor = # 0 spelniajacy warunek |p(z)| = ||¢|||lz||-



20. Dla ustalonego 1 < p < oo, rozwazmy przestrzen £ = R? z norma

(2P + [ylP) /P gdy 1 < p < oo,
1z, y)llp, = B
max{|z[,[y[}  gdy p= oo,
jej podprzestrzenn Z = {(x,y) € 52 : y = 0} oraz funkcjonal ¢ € Z* dany wzorem ¢(z,y) = « dla
(z,y) € Z.
|:] Gdy p € (1,00], to funkcjonal ¢ ma jedyne przedluzenie Hahna—Banacha (tzn. takie
przedtuzenie liniowe v, ze ||| = ||¢||), 1 jest ono zadane wzorem ¥ (z,y) = x.

|:] Gdy p = 1, to istnieje wiele przedtuzen Hahna—Banacha funkcjonatu ¢, i kazde z nich jest
zadane wzorem postaci ¥(x,y) = x + cy, gdzie ¢ € [—1,1].

I:] Istnieje podprzestrzen Y przestrzeni £2 i funkcjonal ¢ € Y* posiadajacy wiele przedtuzen
Hahna-Banacha.

21. Dany jest ciag (z,)n>1 niezerowych wektoréw z ustalonej przestrzeni Hilberta H.
|:] Istnieje izometria T : H — H spelniajaca T'(x1) = x5 .
|:] Jesli istnieje x € H spelniajacy warunki lim,,_, o ||2,] = ||z|| oraz lim,— . ¢(z,) = p(x)
dla wszystkich ¢ € H*, to x,, = x.

I:] Jesli granice lim,, o ||y || oraz lim,, o ¢(z,) dla wszystkich ¢ € H*, to ciag (x,,)n>1 jest
zbiezny.

22. Zalézmy, ze X, Y sa przestrzeniami unormowanymi, a7 : X — Y jest operatorem liniowym.
I:] T jest ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy T—1(0) jest podprzestrzenia domknigta.
I:] Jesli Y = R, to T jest ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy 7T~1(0) jest podprzestrzenia do-
mknieta.
|:] Jesli dimY < oo, to T jest ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy 7~1(0) jest podprzestrzenia
domknieta.

23. Rozwazamy podprzestrzen V = {f € L*(-1,1) : f_ll rf(z)dr = f_ll 20 f(z)de = O}.

I:] Uktad fi(z) =1, fo(z) = 22 — 1/3, f3(x) = 2* — 1/5 jest ortogonalnym uktadem w V.
|:] Podprzestrzen rozpinana przez wielomiany W, (x) = 2™, n € N\ {1, 5}, jest gesta w V.
|:] Istnieje nieskoriczony zbidr liniowo niezaleznych funkcji nieparzystych, zawarty w V.



