
Zestaw zada« testowych z Analizy Funkcjonalnej

1. Zaªó»my, »e X, Y s¡ przestrzeniami Banacha.

AAA Je±li X jest sko«czenie wymiarowa, to ka»de przeksztaªcenie liniowe T : X → Y jest ci¡gªe.

AAA Je±li Y jest sko«czenie wymiarowa, to ka»de przeksztaªcenie liniowe T : X → Y jest ci¡gªe.

AAA Je±li ka»de przeksztaªcenie liniowe T : X → Y jest ci¡gªe, to X jest sko«czenie wymiarowa.

2. Rozwa»amy przestrze« c0 z norm¡ supremum ∥ · ∥∞.

AAA Zbiór X =

{
(xn)n≥1 :

∞∑
n=1

|xn| <∞

}
jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ c0.

AAA Zbiór X =

{
(xn)n≥1 :

∞∑
n=1

|xn| ≤ 1

}
jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ c0.

AAA Zbiór X =

{
(xn)n≥1 ∈ c0 :

∞∑
n=1

xn
n2

= 0

}
jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ c0.

3. Niech X ̸= {0} b¦dzie podprzestrzeni¡ domkni¦t¡ ℓ2.

AAA Zachodzi to»samo±¢ X = (X⊥)⊥.

AAA Operator identyczno±ci Id oraz rzut ortogonalny PX speªniaj¡ warunek ∥Id+ PX∥ = 2.

AAA Istnieje funkcjonaª φ ∈ X∗ speªniaj¡cy ∥φ∥X∗ = 1 oraz φ|X⊥ = 0.

4. Dane s¡ funkcje f(x) = xχ[0,π](x), g(x) = 1 oraz h(x) = x, dla x ∈ [−π, π].

AAA Rozwini¦cie f w szereg Fouriera w L2(−π, π) to

f(x) =
π

4
+

∞∑
n=1

(−1)n+1 sinnx− 2

π

∞∑
n=1

cos(2n+ 1)x

(2n+ 1)2
.

AAA Zachodzi równo±¢ dist(h, lin(f, g)) = 1/2.

AAA Przestrze« {f}⊥ ∩ {g}⊥ jest niesko«czenie wymiarowa.

5. Niech T b¦dzie operatorem dziaªaj¡cym na niesko«czonych ci¡gach (xn)n≥1 wzorem Tx =
(x2 − x1, x3 − x2, x4 − x3, . . .).

AAA T jest ci¡gªy jako operator z c00 w c00.

AAA T jest ci¡gªy jako operator z ℓ1 w ℓ3.

AAA Obraz T (c0) jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ c.

6. Rozwa»amy ukªad Rademachera (rn)n≥1 oraz ukªad Haara (hn)n≥0 na L2(0, 1).

AAA Rzut wektora h5 na podprzestrze« rozpinan¡ przez (rn)n≥1 wynosi (prosz¦ wpisa¢ ile).

AAA Norma operatora T na L2(0, 1), danego wzorem T

( ∞∑
n=0

anhn

)
=

∞∑
n=1

an−1rn, jest równa 1.

AAA Istnieje niesko«czenie wiele funkcjonaªów φ ∈ L2(0, 1)
∗, speªniaj¡cych ∥φ∥ = 1 oraz φ(rn) =

0 dla n = 1, 2, . . . .
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7. Dla n = 1, 2, . . ., rozwa»amy ci¡g xn = (0, 0, . . . , 0, n−1/2, 0, . . .), gdzie jedyny niezerowy
wyraz znajduje si¦ na n-tym miejscu.

AAA Szereg
∑∞

n=1 xn zbiega w ℓp wtedy i tylko wtedy, gdy p > 2.

AAA Istnieje funkcjonaª φ ∈ c∗0 speªniaj¡cy φ(xn) = n−1/2 dla niesko«czenie wielu n.

AAA Istnieje funkcjonaª φ ∈ c∗0 speªniaj¡cy φ(xn) = n−1 dla niesko«czenie wielu n.

8. Niech X = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = f(1) = 0}.
AAA Przestrze« X, traktowana jako podprzestrze« L∞(0, 1), jest domkni¦ta.

AAA Przestrze« X, traktowana jako podprzestrze« L6(0, 1), jest g¦sta.

AAA Wprowad¹my na X topologi¦ pochodz¡c¡ od normy supremum. Wówczas operator T :

X → X dany wzorem Tf(x) = (1− x)
∫ x

0
f , ma obraz g¦sty w X.

9. Dana jest przestrze« Hilberta H oraz operator liniowy ci¡gªy T : H → H, speªniaj¡cy
warunek ⟨Tx, x⟩ ≥ ∥x∥2 dla wszystkich x ∈ H.

AAA Przestrze« T (H) (obraz operatora T ) jest domkni¦ty.

AAA T (H) = H.

AAA T jest izomor�zmem.

10. Dla dwóch przestrzeni Banacha X, Y , mówimy, »e X wkªada si¦ izomor�cznie w Y , je±li ist-
nieje przeksztaªcenie liniowe T : X → Y oraz staªe c1, c2 > 0 takie, »e c1∥x∥X ≤ ∥Tx∥Y ≤ c2∥x∥X
dla wszystkich x ∈ X. Mówimy, »e X wkªada si¦ izometrycznie w Y , je±li istnieje przeksztaªcenie
liniowe T : X → Y speªniaj¡ce warunek ∥Tx∥Y = ∥x∥X dla wszystkich x ∈ X.

AAA Dla 1 ≤ p ≤ ∞, przestrze« ℓp wkªada si¦ izometrycznie w Lp(0, 1).

AAA Dla 1 ≤ p ≤ ∞, przestrze« ℓ2 wkªada si¦ izomor�cznie w Lp(0, 1).

AAA Dla 1 ≤ p ≤ ∞, przestrze« ℓ2 wkªada si¦ izometrycznie w Lp(0, 1).

11. Przestrzenie Banacha X, Y s¡ izomor�czne, je±li istnieje bijektywne przeksztaªcenie liniowe
T : X → Y oraz staªe c1, c2 > 0, speªniaj¡ce warunek c1∥x∥X ≤ ∥Tx∥Y ≤ c2∥x∥X dla wszystkich
x ∈ X. Przestrzenie s¡ izometryczne, je±li istnieje bijektywne przeksztaªcenie liniowe T : X → Y
speªniaj¡ce ∥Tx∥Y = ∥x∥X dla wszystkich x ∈ X.

AAA Przestrze« c0 jest izomor�czna z ℓ1.

AAA Przestrze« X = {x ∈ ℓ2 : x2 + x3 − x10 +
√
2x11 = 0, x5 + x8 = 0} jest izometryczna z ℓ2.

AAA Przestrzenie Lp(0, 1) oraz Lp(R) s¡ izometryczne.

12. Zaªó»my, »e H jest przestrzeni¡ Hilberta, a T : H → H jest operatorem liniowym ci¡gªym.
Mówimy, »e podprzestrze« M ⊆ H jest niezmiennicza dla T , je±li T (M) ⊆M .

AAA Je±li M jest przestrzeni¡ niezmiennicz¡ dla T , to M⊥ tak»e.

AAA Je±li M jest przestrzeni¡ niezmiennicz¡ dla T , to M tak»e.

AAA Zaªó»my, »e M ⊆ H jest podprzestrzeni¡ domkni¦t¡. Wtedy przestrzenie M oraz M⊥ s¡
niezmiennicze dla T wtedy i tylko wtedy, gdy TPM = PMT (PM oznacza rzut ortogonalny na M).

13. Niech H = ℓ2 oraz V = {x ∈ ℓ2 : x1 + 2x3 = −2x1 + x2 + x3 = 0}.
AAA dimV ⊥ = 2.

AAA Niech a = (2−n)n≥1 ∈ ℓ2. Wówczas PV a, rzut ortogonalny a na V , wynosi (wpisa¢ wynik).
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AAA Istnieje niesko«czenie wiele funkcjonaªów φ ∈ H∗ speªniaj¡cych warunek V ⊆ Kerφ.

14. Zaªó»my, »e X, Y s¡ przestrzeniami Banacha, a T : X → Y jest przeksztaªceniem liniowym.

AAA Przypu±¢my, »e T ma nast¦pujac¡ wªasno±¢: je±li ci¡g (xn)n≥1 o wyrazach w X zbiega do
0, to (Txn)n≥0 tak»e zbiega do 0. Wynika st¡d, »e T jest ci¡gªy.

AAA Przypu±¢my, »e T ma nast¦pujac¡ wªasno±¢: je±li ci¡g (xn)n≥1 o wyrazach w X zbiega do
0, to (Txn)n≥0 jest ograniczony. Wynika st¡d, »e T jest ci¡gªy.

AAA Przypu±¢my, »e T ma nast¦pujac¡ wªasno±¢: je±li ci¡g (xn)n≥1 o wyrazach w X jest ogra-
niczony, to (Txn)n≥0 tak»e jest ograniczony. Wynika st¡d, »e T jest ci¡gªy.

15. Zaªó»my, »e A = {x ∈ ℓ1 : x2n = 0 dla n ≥ 1}, B = {x ∈ ℓ1 : x2n−1 = 2nx2n dla n ≥ 1},
za± wektor c = (cn)n≥1 ∈ ℓ1 dany jest wzorem c2n−1 = 0 oraz c2n = 2−n dla n ≥ 1.

AAA A− c i B s¡ domkni¦tymi podzbiorami wypukªymi ℓ1.

AAA A− c oraz B s¡ rozª¡czne.

AAA Istnieje funkcjonaª φ ∈ X∗ speªniaj¡cy warunek φ(a) < infb∈B φ(b) dla dowolnego a ∈ A−c.

16. Zaªó»my, »e A, B s¡ niepustymi, rozª¡cznymi, wypukªymi podzbiorami Rn.

AAA Istnieje funkcjonaª φ ∈ (Rn)∗ speªniaj¡cy warunek φ(a) < infb∈B φ(b) dla dowolnego a ∈ A.

AAA Istnieje funkcjonaª φ ∈ (Rn)∗ speªniaj¡cy warunek φ(a) ≤ infb∈B φ(b) dla dowolnego a ∈ A.

AAA Je±liB jest otwarty, to istnieje funkcjonaª φ ∈ (Rn)∗ speªniaj¡cy warunek φ(a) < infb∈B φ(b)
dla dowolnego a ∈ A.

17. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ unormowan¡.

AAA Je±li x1, x2 ∈ X speªniaj¡ warunek φ(x1) = φ(x2) dla dowolnego φ ∈ X∗, to x1 = x2.

AAA Przypu±¢my, »e A jest niepustym, ograniczonym podzbiorem X. Wówczas dla dowolnego
φ ∈ X∗, obraz φ(A) jest ograniczony.

AAA Przypu±¢my, »e A jest niepustym podzbiorem X o tej wªasno±ci, »e dla dowolnego φ ∈ X∗,
obraz φ(A) jest ograniczony. Wynika st¡d, »e A jest ograniczony.

18. Niech C1[0, 1] oznacza przestrze« funkcji ci¡gªych z [0, 1] w R, które s¡ ró»niczkowalne na
(0, 1) i których pochodna przedªu»a si¦ do funkcji ci¡gªej na [0, 1]. Przestrze« t¦ wyposa»amy w
norm¦ ∥f∥ = |f(0)|+ ∥f ′∥∞.

AAA Operator identyczno±ci Id : C1[0, 1] ↪→ C[0, 1] (tj. dany wzorem Id(f) = f) jest ci¡gªy.

AAA Istnieje funkcjonaª φ ∈ (C1[0, 1])∗, φ ̸= 0, zeruj¡cy si¦ na podprzestrzeni wielomianów
stopnia wi¦kszego ni» 5.

AAA Funkcja g ∈ C1[0, 1] dana wzorem g(x) = x jest odlegªa od podprzestrzeni M = {f ∈
C1[0, 1] :

∫ 1

0
f = f(1)} o nie wi¦cej ni» 1.

19. Dana jest przestrze« unormowana X oraz funkcjonaª φ ∈ X∗.

AAA Zaªó»my, »e φ nie przyjmuje na kuli B(0, 4) warto±ci 2024. Wynika st¡d, »e ∥φ∥ ≤ 506.

AAA Dla dowolnego x ∈ X zachodzi to»samo±¢ |φ(x)| = ∥φ∥dist(x,Kerφ).

AAA Istnieje wektor x ̸= 0 speªniaj¡cy warunek |φ(x)| = ∥φ∥∥x∥.
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20. Dla ustalonego 1 ≤ p ≤ ∞, rozwa»my przestrze« ℓ2p = R2 z norm¡

∥(x, y)∥p =

{
(|x|p + |y|p)1/p gdy 1 ≤ p <∞,

max{|x|, |y|} gdy p = ∞,

jej podprzestrze« Z = {(x, y) ∈ ℓ2p : y = 0} oraz funkcjonaª φ ∈ Z∗ dany wzorem φ(x, y) = x dla
(x, y) ∈ Z.

AAA Gdy p ∈ (1,∞], to funkcjonaª φ ma jedyne przedªu»enie Hahna�Banacha (tzn. takie
przedªu»enie liniowe ψ, »e ∥ψ∥ = ∥φ∥), i jest ono zadane wzorem ψ(x, y) = x.

AAA Gdy p = 1, to istnieje wiele przedªu»e« Hahna�Banacha funkcjonaªu φ, i ka»de z nich jest
zadane wzorem postaci ψ(x, y) = x+ cy, gdzie c ∈ [−1, 1].

AAA Istnieje podprzestrze« Y przestrzeni ℓ2∞ i funkcjonaª φ ∈ Y ∗ posiadaj¡cy wiele przedªu»e«
Hahna�Banacha.

21. Dany jest ci¡g (xn)n≥1 niezerowych wektorów z ustalonej przestrzeni Hilberta H.

AAA Istnieje izometria T : H → H speªniaj¡ca T (x⊥1 ) = x⊥2 .

AAA Je±li istnieje x ∈ H speªniaj¡cy warunki limn→∞ ∥xn∥ = ∥x∥ oraz limn→∞ φ(xn) = φ(x)
dla wszystkich φ ∈ H∗, to xn → x.

AAA Je±li granice limn→∞ ∥xn∥ oraz limn→∞ φ(xn) dla wszystkich φ ∈ H∗, to ci¡g (xn)n≥1 jest
zbie»ny.

22. Zaªó»my, »eX, Y s¡ przestrzeniami unormowanymi, a T : X → Y jest operatorem liniowym.

AAA T jest ci¡gªy wtedy i tylko wtedy, gdy T−1(0) jest podprzestrzeni¡ domkni¦t¡.

AAA Je±li Y = R, to T jest ci¡gªy wtedy i tylko wtedy, gdy T−1(0) jest podprzestrzeni¡ do-
mkni¦t¡.

AAA Je±li dimY < ∞, to T jest ci¡gªy wtedy i tylko wtedy, gdy T−1(0) jest podprzestrzeni¡
domkni¦t¡.

23. Rozwa»amy podprzestrze« V =
{
f ∈ L2(−1, 1) :

∫ 1

−1
xf(x)dx =

∫ 1

−1
x5f(x)dx = 0

}
.

AAA Ukªad f1(x) = 1, f2(x) = x2 − 1/3, f3(x) = x4 − 1/5 jest ortogonalnym ukªadem w V .

AAA Podprzestrze« rozpinana przez wielomiany Wn(x) = xn, n ∈ N \ {1, 5}, jest g¦sta w V .

AAA Istnieje niesko«czony zbiór liniowo niezale»nych funkcji nieparzystych, zawarty w V .


