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1. Zalézmy, ze T jest operatorem ograniczonym na przestrzeni Banacha X.
Wykazac, ze jesli (an)n>1 C C, (24)n>1 C X 1szereg Y o | anxy jest zbiezny w X,
to szereg Y 0 | a, Tz, takze zbiega w X 1 T (3,7 | an®yn) =D ooy anTan.

2. Zalézmy, ze X, Y sa przestrzeniami Banacha, a T': X — Y jest operato-
rem liniowym. Dowies¢, ze T jest ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego

funkcjonalu ograniczonego ¢ € Y* zlozenie ¢ o T jest przeksztalceniem ciaglym.
3. Niech )
M = {f € L'0,1] :/ f(t)dtzo}.
0
Wykazaé, ze M jest domknieta podprzestrzenia L'[0,1]. Dla g = 1, obliczyé¢
dist(g, M). Czy istnieje funkcja f € M taka, ze dist(g, M) = ||f — g||? Il jest
takich funkcji?
4. Zalozmy, ze (X, F, ) jest przestrzenia z miara, za$ G jest pod-o-cialem F.
Wrykazaé, ze
(i) M = L*(X,G, ) jest domknieta podprzestrzenia L?(X,F, ).
(i) [, Pufdp = [, fdp dla dowolnego A € G takiego, ze pu(A) < oo oraz
feLl?(X,F,u.
(iii) Pps jest nieujemny, tzn. Ppf > 0 pu-p.w., jesli f > 0 u-p.w.

5. Rozstrzygnaé, czy przestrzen C[0,1] z norma supremum jest przestrzenia
Hilberta.

6. Niech H, bedzie uktadem wielomianéw Hermite’a, danym wzorem:

(=" t2/2 d" —t2/2
H,(t) = — ( / ) .
(t) N
a) Wykazac, 7e jest to uklad ortonormalny w przestrzeni L2(R,e~"/2 dt).
b*) Czy jest to uktad zupelny?

7. W przestrzeni H = Lo[—1,1] rozwazamy podprzestrzen liniowa M genero-
wang przez funkcje 1, t oraz t2. Wyznaczy¢ dist(f, M), gdzie f(t) = e’.

8. Niech 1 < p < 0o bedzie ustalonym parametrem. Czy istnieje funkcjonat ¢ €
(¢p)* spemiajacy warunek [|¢[ (¢, )- < 1oraz p((1,0,0,...)) = ¢((1,1,0,0,...)) = 17

9. Zalézmy, ze E jest przestrzenia unormowana, a F' jest jej podprzestrzenia
liniowa. Przypusémy, ze nie istnieje niezerowy funkcjonal ¢ € E* spelniajacy
warunek ¢|p = 0. Dowies¢, ze F jest geste w E.

10. Zalézmy, ze X jest przestrzenig Banacha, V C X jest domknieta podprze-

strzenia oraz xzg € X \ V. Dowies¢, ze lin{xo, V'} jest domknieta podprzestrzenia
X.



