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1. Zaªó»my, »e T jest operatorem ograniczonym na przestrzeni Banacha X.
Wykaza¢, »e je±li (an)n≥1 ⊂ C, (xn)n≥1 ⊂ X i szereg

∑∞
n=1 anxn jest zbie»ny w X,

to szereg
∑∞

n=1 anTxn tak»e zbiega w X i T (
∑∞

n=1 anxn) =
∑∞

n=1 anTxn.

2. Zaªó»my, »e X, Y s¡ przestrzeniami Banacha, a T : X → Y jest operato-
rem liniowym. Dowie±¢, »e T jest ci¡gªy wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
funkcjonaªu ograniczonego φ ∈ Y ∗ zªo»enie φ ◦ T jest przeksztaªceniem ci¡gªym.

3. Niech

M :=

{
f ∈ L1[0, 1] :

∫ 1

0

f(t) dt = 0

}
.

Wykaza¢, »e M jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ L1[0, 1]. Dla g ≡ 1, obliczy¢
dist(g,M). Czy istnieje funkcja f ∈ M taka, »e dist(g,M) = ∥f − g∥? Ile jest
takich funkcji?

4. Zaªó»my, »e (X,F , µ) jest przestrzeni¡ z miar¡, za± G jest pod-σ-ciaªem F .
Wykaza¢, »e

(i) M = L2(X,G, µ) jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ L2(X,F , µ).
(ii)

∫
A
PMf dµ =

∫
A
f dµ dla dowolnego A ∈ G takiego, »e µ(A) < ∞ oraz

f ∈ L2(X,F , µ).
(iii) PM jest nieujemny, tzn. PMf ≥ 0 µ-p.w., je±li f ≥ 0 µ-p.w.

5. Rozstrzygn¡¢, czy przestrze« C[0, 1] z norm¡ supremum jest przestrzeni¡
Hilberta.

6. Niech Hn b¦dzie ukªadem wielomianów Hermite'a, danym wzorem:

Hn(t) =
(−1)n√

n!
et

2/2 dn

dtn

(
e−t2/2

)
.

a) Wykaza¢, »e jest to ukªad ortonormalny w przestrzeni L2(R, e−t2/2 dt).
b*) Czy jest to ukªad zupeªny?

7. W przestrzeni H = L2[−1, 1] rozwa»amy podprzestrze« liniow¡ M genero-
wan¡ przez funkcje 1, t oraz t2. Wyznaczy¢ dist(f,M), gdzie f(t) = et.

8. Niech 1 ≤ p ≤ ∞ b¦dzie ustalonym parametrem. Czy istnieje funkcjonaª φ ∈
(ℓp)

∗ speªniaj¡cy warunek ∥φ∥(ℓp)∗ ≤ 1 oraz φ((1, 0, 0, . . .)) = φ((1, 1, 0, 0, . . .)) = 1?

9. Zaªó»my, »e E jest przestrzeni¡ unormowan¡, a F jest jej podprzestrzeni¡
liniow¡. Przypu±¢my, »e nie istnieje niezerowy funkcjonaª φ ∈ E∗ speªniaj¡cy
warunek φ|F = 0. Dowie±¢, »e F jest g¦ste w E.

10. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ Banacha, V ⊂ X jest domkni¦t¡ podprze-
strzeni¡ oraz x0 ∈ X \ V . Dowie±¢, »e lin{x0, V } jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡
X.


