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1. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ unormowan¡, a Y ⊆ X jest podprzestrzeni¡
o niepustym wn¦trzu. Dowie±¢, »e Y = X.

2. Rozwa»my zbiór

X =

{
(x1, x2, . . .) ∈ RN : sup

n≥1
n2|xn| < ∞

}
,

wyposa»ony w norm¦ ∥x∥ =
∑∞

n=1 |xn|. Czy (X, ∥ · ∥) jest przestrzeni¡ Banacha?

3. Niech C1[0, 1] b¦dzie przestrzeni¡ funkcji ci¡gªych z [0, 1] w R, które s¡
ró»niczkowalne na (0, 1) i których pochodna przedªu»a si¦ do funkcji ci¡gªej na
[0, 1]. Rozwa»my normy

(i) |f(0)|+ ∥f ′∥∞;
(ii) ∥f∥∞ + supx∈(0,1) |xf ′(x)|.

Które z tych norm wprowadzaj¡ na C1[0, 1] struktur¦ przestrzeni Banacha?

4. Wykaza¢, »e przestrze« C0(Rd) funkcji ci¡gªych znikaj¡cych w niesko«czono±ci
(tzn. speªniaj¡cych warunek lim||x||→∞ f(x) = 0), wyposa»ona w norm¦ supremum,
jest przestrzeni¡ Banacha.

5. Rozpatrujemy przestrzenie Lp[0, 1] oraz Lp[0,∞) z miar¡ Lebesgue'a. Niech
1 ≤ p < q.

a) Znale¹¢ funkcj¦ f ∈ Lp[0, 1] tak¡, »e ∥f∥q = ∞.
b) Znale¹¢ funkcj¦ f ∈ Lp[0,∞) tak¡, »e ∥f∥q = ∞.
c) Znale¹¢ funkcj¦ f ∈ Lq[0,∞) tak¡, »e ∥f∥p = ∞.

6. Zaªó»my, »e (X, ∥ · ∥) jest przestrzeni¡ unormowan¡ oraz x1, x2, . . ., xm ∈ X
jest ci¡giem liniowo niezale»nych wektorów. Wykaza¢, »e istnieje ε > 0 o nast¦pu-
j¡cej wªasno±ci: je±li y1, y2, . . ., ym ∈ X speªniaj¡ warunek ∥yj∥ < ε dla wszystkich
j, to x1 + y1, x2 + y2, . . ., xm + ym s¡ liniowo niezale»ne.

7. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ wielomianów rzeczywistych na póªprostej [0,∞).
Dla f(x) =

∑n
k=0 akx

k okre±lamy norm¦ na dwa sposoby:

∥f∥1 :=
n∑

k=0

|ak|, ∥f∥2 = sup
x≥0

|f(x)|e−x.

(a) Sprawdzi¢, »e s¡ to dobrze okre±lone, nierównowa»ne normy na X.
(b) Czy w której± z nich przestrze« X jest zupeªna? (Wskazówka dla ∥ · ∥2:

rozwa»y¢ ci¡g wielomianów z rozwini¦cia ex/2.)

8. Okre±lamy operator T : ℓ1 → ℓ∞ wzorem T (x)n =
∑∞

k=n xk/2
k, n = 1, 2, . . .,

dla x = (xk)
∞
k=1 ∈ ℓ1. Dowie±¢, »e T jest ci¡gªy i wyznaczy¢ jego norm¦.

9. Wykaza¢ ci¡gªo±¢ oraz wyznaczy¢ norm¦ przeksztaªcenia T : C(0, 2) →
L2(0, 2) danego wzorem Tf(x) = f(

√
x) sinx, x ∈ (0, 2).

10. Wykaza¢, »e φ(f) = f(0) + f(1) +
∫ 1/2

0
f(x2)dx jest ci¡gªym funkcjonaªem

na C(0, 1) i wyznaczy¢ jego norm¦.


