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1. Dla lokalnie catkowalnej funkeji f : (0,00) — R, okreslamy

=1 | s >0

Wykazaé, ze dla kazdego 1 < p < 0o, T jest operatorem ograniczonym na LP(0, co)
T Le 0,000 Lr(0,00) = 557

Wskazowka: Aby wykazaé, Ze ||| e (0,00)—Lr(0,00) < 27, uZyé catkowania przez
czesci 1 nierownosci Héldera. W celu wykazania nierdwnosci przeciwnej, rozwazyc
funkcje f(x) = x_l/px(sysq)(a:), gdzie € > 0.

2. Rozwazmy operator T : C([0,1]) — 1]) zadany przez

Tf(x /f )de.

(1) Wykazaé, ze ker T' = {0} oraz range T = C([0, 1]).
(2) Znalezé operator odwrotny T~ : C([0,1]) — C([0,1]). Rozstrzygnaé, czy
jest to liniowy operator ograniczony. Jesli tak, to wyznaczy¢ jego norme.

3. Niech 0 < p < 1. Rozwazmy przestrzenn LP(]0,1]) funkcji mierzalnych f :
[0,1] — R takich, ze catka fol |f(z)|? dz jest skonczona, z metryka

/ f(2) — g(@)l” da.

(Podobnie jak w przypadku p > 1 utozsamiamy ze soba funckje rowne prawie
wszedzie.)
(1) Niech € > 0 bedzie ustalony. Wykazaé¢, ze otoczka wypukla kuli o srodku
w zerze i promieniu € nie jest zawarta w zadnej kuli.
(2) Uzupelnié¢ ponizszy dowdd faktu, ze LP([0,1])* = {0}:
(a) Wykazac, ze jesli ¢ jest niezerowym ciagtym funkcjonalem liniowym
na LP([0,1]), to istnieje f € LP takie, ze |¢(f)| > 1.
(b) Niech f bedzie jak wyzej. Wykazaé, ze istnieje s € (0,1) takie, ze

[ ar=3 [ ar>o

(c) Rozwazy¢ rozklad f = fxo,s] + fX(s,1], aby znalezé funkcje f; € LP
taka, ze |¢(f1)| > 1 oraz

1 1
p _ op—1 D
/0 (@) d =2 /0 )P de.

(d) Znalezé ciag (fn) w LP taki, ze |¢(f,)| > 1 oraz d(f,,0) — 0.

4. Niech f, f1, fa, ..., fn beda funkcjonalami liniowymi na przestrzeni liniowej
X. Wykazad, ze f jest kombinacja liniowg funkcjonatow fi, fo, ..., fr, wtedy i tylko
wtedy, gdy

n
m ker f C ker f.
k=1



