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1. Wykaza¢, »e je±li 1 < p < ∞ i ci¡g (fn)n≥1 ⊂ Lp[0, 1] speªnia ∥fn∥p ≤ 1 i
λ1({x : fn(x) ̸= 0}) → 0, to (fn)n≥1 zbiega sªabo do zera. Czy jest to prawd¡ dla
p = 1?

2. Wykaza¢, »e domkni¦ta kula jednostkowa {f ∈ C[0, 1] : ∥f∥∞ ≤ 1} nie jest
sªabo zwarta.

3. Wykaza¢, »e ci¡g wektorów x(n) = (x
(n)
k )∞k=1 zbiega sªabo do zera w ℓp,

1 < p <∞, wtedy i tylko wtedy, gdy

sup
n

∥x(n)∥p <∞ oraz lim
n→∞

x
(n)
k = 0 dla wszystkich k.

Czy charakteryzacja ta jest prawdziwa dla ℓ1? A dla c0?

4. Wykaza¢, »e ci¡g en = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . .) (jedynka na n-tym miejscu),
n = 1, 2, . . ., zbiega sªabo∗ w ℓ1, ale nie zbiega sªabo w ℓ1.

5. Wykaza¢, »e C[0, 1] jest g¦ste w L∞(0, 1) w sªabej∗ topologii.

6. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ Banacha, a (xn)n≥1 ⊂ X zbiega sªabo do x ∈
X. Wykaza¢, »e ∥x∥ ≤ lim infn→∞ ∥xn∥. Podobnie, udowodni¢, »e je±li (φn)n≥1 ⊂
X∗ zbiega sªabo∗ do φ ∈ X∗, to ∥φ∥ ≤ lim infn→∞ ∥φn∥.

7. Niech X b¦dzie re�eksywn¡ przestrzeni¡ Banacha, a Y b¦dzie przestrzeni¡
unormowan¡. Przypu±¢my, »e T : X → Y jest takim operatorem liniowym, »e
je±li ci¡g (xn)n≥1 zbiega sªabo do 0 w X, to (T (xn))n≥1 zbiega sªabo do 0 w Y .
Udowodni¢, »e T jest ograniczony.

8. Rozwa»my zbiór A =
{
f ∈ L3(0, 1) :

∫ 1

0
f = 1,

∫ 1

0
|f |3 ≤ 2, esssup |f | ≤ 5

}
oraz operator (nieliniowy) J (f) =

∫ 1

0
f2dx dziaªaj¡cy na L3(0, 1). Wykaza¢, »e

istnieje funkcja h minimalizuj¡ca funkcjonaª J na A, tzn. speªniaj¡ca

J (h) = inf
f∈A

J (f).

9. Dla n ≥ 1, rozwa»amy funkcjonaª liniowy φn ∈ (ℓ∞)∗ dany wzorem φn(x) =
xn, gdzie x = (xk)k≥1 ∈ ℓ∞.

a) Dowie±¢, »e (φn)n≥1 jest podzbiorem kuli jednostkowej w ℓ∗∞, ale z ci¡gu
(φn)n≥1 nie da si¦ wybra¢ podci¡gu sªabo∗ zbie»nego.

b) Czy funkcjonaª zerowy z (ℓ∞)∗ jest punktem skupienia, w sªabej∗ topologii,
ci¡gu (φn)n≥1?

c) Korzystaj¡c z twierdzenia Banacha-Alaoglu, wykaza¢, »e istnieje φ ∈ ℓ∗∞
b¦d¡cy punktem skupienia ci¡gu (φn)n≥1. Pokaza¢, »e φ ̸= ψ̂ dla dowolnego ψ ∈ ℓ1,

gdzie ψ̂ jest obrazem elementu ψ przy naturalnym zanurzeniu ℓ1 w (ℓ1)
∗∗ = ℓ∗∞.

10. Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta i niech (xn)n≥1 ⊂ H bedzie ci¡giem
zbie»nym sªabo do x ∈ H. Pokaza¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) (xn)n≥1 zbiega silnie (tj. w normie) do x.
(ii) (∥xn∥)n≥1 zbiega do ∥x∥.


