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1. Zaªó»my, »e x = (xn)
∞
n=1 jest takim ci¡giem, »e dla ka»dego y ∈ lp szereg∑∞

n=1 xnyn jest zbie»ny. Wykaza¢, »e x ∈ lq dla 1
p + 1

q = 1.

2. Ci¡g (fn)
∞
n=1 ⊂ L2[0, 1] speªnia warunek limn→∞

∫ 1

0
fn(t)g(t) dt = 0 dla

wszystkich funkcji g ∈ L2[0, 1]. Wykaza¢, »e supn ∥fn∥2 < ∞. Czy musi zachodzi¢
limn→∞ ∥fn∥2 = 0?

3. Niech (X, ∥ · ∥) b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, a A ⊆ X jej podzbiorem.
Przypu±¢my, »e dla ka»dego φ ∈ X∗, zbiór {φ(x) : x ∈ A} jest ograniczony w
R. Udowodni¢, »e A jest zbiorem ograniczonym w X (tzn. istnieje kula B(0, R)
zawieraj¡ca A).

4. NiechX b¦dzie re�eksywn¡ przestrzeni¡ Banacha. Udowodni¢, »e dla ka»dego
φ ∈ X∗ istnieje x ∈ X taki, »e ∥x∥ = 1 oraz φ(x) = ∥φ∥. Czy zaªo»enie o
re�eksywno±ci X jest istotne?

5. Wykaza¢, »e je±li X jest o±rodkow¡ przestrzeni¡ re�eksywn¡, to X∗ tak»e jest
o±rodkowa.

6. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, a Z domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ X∗,
tak¡ »e Z ̸= X∗. Przypu±¢my, »e Z rozdziela punkty w X, tzn. je±li x ∈ X oraz
x∗(x) = 0 dla ka»dego x∗ ∈ Z, to x = 0. Udowodni¢, »e X nie jest re�eksywna,
tzn. kanoniczne wªo»enie i : X → X∗∗ nie jest surjekcj¡.

7. Niech m b¦dzie miar¡ Lebesgue'a na R+ = (0,∞), a A oznacza σ-ciaªo

σ
({(

1
n+1 ,

1
n

]
: n = 1, 2, . . .

})
. De�niujemy now¡ miar¦ λ na A wzorem

λ(E) =

∫
E

f dm, E ∈ A,

gdzie f(x) = 2x. Wyznaczy¢ pochodn¡ Radona-Nikodyma dλ
dm .

8. Niech X = [0, 1], B b¦dzie klas¡ zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue'a na
[0, 1], ν oznacza miar¦ Lebesgue'a, a µ oznacza miar¦ licz¡c¡ na B. Sprawdzi¢, »e
ν jest sko«czona i absolutnie ci¡gªa wzgl¦dem µ, ale nie istnieje funkcja f , taka »e

ν(E) =

∫
E

f dµ

dla ka»dego E ∈ B.
9. Niech m1 oznacza miar¦ Lebesgue'a obci¦t¡ do przedziaªu [0, 1], za± m2 -

miar¦ z g¦sto±ci¡ g(x) = sinxχ(π,2π)(x) wzgl¦dem miary Lebesgue'a.
a) Sprawdzi¢, »e miary µ = δ2π +m1 oraz ν = m2 − δ0 s¡ wzajemnie osobliwe.
b) Sprawdzi¢, »e µ jest absolutnie ci¡gªa wzgl¦dem µ−ν i obliczy¢ odpowiadaj¡c¡

pochodn¡ Radona-Nikodyma.


