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1. Znale¹¢ ortogonalizacj¦ ci¡gu wektorów 1, t, t2 w przestrzeni L2[−1, 1].

2. Znale¹¢ wielomian w stopnia 2 dla którego warto±¢ caªki∫ 1

−1

|t4 − w(t)|2 dt

jest najmniejsza.

3. Wykaza¢, »e ukªad Rademachera fn := sgn(sin(2nπx)), n = 1, 2, . . ., jest
ukªadem ortogonalnym w L2[0, 1]. Czy jest to ukªad zupeªny?

4. Niech (Pn)
∞
n=0 b¦dzie ukªadem wielomianów Legendre'a, danym wzorem

Pn(t) =
dn

dtn
(
t2 − 1

)n
, t ∈ [−1, 1], n = 0, 1, 2, . . .

a) Wykaza¢, »e (Pn)
∞
n=0 jest ukªadem ortogonalnym w przestrzeni L2[−1, 1]. Jak

nale»y go znormalizowa¢, aby uzyska¢ ukªad ortonormalny?
b) Czy jest to ukªad zupeªny?

5. Niech (Ln)
∞
n=0 b¦dzie ukªadem wielomianów Laguerre'a, danym wzorem:

Ln(t) =
1

n!
et
dn

dtn
(
tne−t

)
, t ≥ 0, n = 0, 1, 2, . . .

a) Wykaza¢, »e (Ln)
∞
n=0 jest ukªadem ortogonalnym w przestrzeni L2(R+, e−t dt).

Czy jest on ortonormalny?
b*) Czy jest to ukªad zupeªny?

6. Wykaza¢, »e ka»d¡ funkcj¦ parzyst¡ f w L2[−π, π] da si¦ przedstawi¢ w
postaci

f(t) =

∞∑
n=0

an cosnt,

przy czym szereg jest zbie»ny w L2. Ile wynosi
∑∞

n=0 |an|2?
7. Niech M b¦dzie domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni Hilberta H, P = PM

b¦dzie rzutem ortogonalnym na M oraz T b¦dzie operatorem ograniczonym na H.
Dowie±¢, »e M oraz M⊥ s¡ przestrzeniami niezmienniczymi dla T wtedy i tylko
wtedy, gdy TP = PT .

8. Zaªó»my, »e M jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni Hilberta H.
Wykaza¢, nie korzystaj¡c z twierdzenia Hahna-Banacha, »e dowolny funkcjonaª
φ ∈ M∗ rozszerza si¦ do pewnego funkcjonaªu ψ ∈ H∗ speªniaj¡cego warunek
∥ψ∥H∗ = ∥φ∥M∗ .

9. Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta l2(N) oraz
V := {x ∈ l2(N) : x1 + 2x3 = 0 i − 2x1 + x2 + x3 = 0}.

a) Znale¹¢ podprzestrze« V ⊥.
b) Niech P1, P2 : H → H b¦d¡ rzutami ortogonalnymi w H, odpowiednio na

V oraz na V ⊥. Znale¹¢ P1a i P2a dla a = (2−n)
∞
n=1.

10. Zaªó»my, »e H jest przestrzeni¡ Hilberta, a operator T ∈ B(H) speªnia
⟨Tx, x⟩ ≥ ∥x∥2 dla wszystkich x ∈ H. Wykaza¢, »e T : H → H jest izomor�zmem.


