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1. Znalez¢ ortogonalizacje ciagu wektorow 1,¢,t? w przestrzeni Lo[—1,1].

2. Znalez¢ wielomian w stopnia 2 dla ktérego wartosé catki

/1 [ — w(t)[2 dt

—1
jest najmniejsza.

3. Wykazaé, ze uktad Rademachera f,, := sgn(sin(2"7x)), n = 1,2,..., jest
ukladem ortogonalnym w L3 [0, 1]. Czy jest to uktad zupelny?

4. Niech (P,)52, bedzie uktadem wielomianéw Legendre’a, danym wzorem
_a
o dtn
a) Wykazad, ze (P,,)52, jest ukladem ortogonalnym w przestrzeni Lo[—1,1]. Jak

nalezy go znormalizowaé, aby uzyska¢ uktad ortonormalny?
b) Czy jest to uklad zupeiny?

P, (t) #-1", te[-1,1, n=0,12,...

5. Niech (L), bedzie uktadem wielomianéw Laguerre’a, danym wzorem:

n

1 ,d
Ln(t):ﬁetcﬁ—n(t”e*t), t>0, n=0,1,2,...

a) Wykazac, ze (L, )2 jest ukladem ortogonalnym w przestrzeni Lo(R™, et dt).
Czy jest on ortonormalny?

b*) Czy jest to uklad zupelny?

6. Wykazaé¢, ze kazda funkcje parzysta f w Lo[—m, 7| da sie przedstawi¢ w
postaci

o0
flit)y= Z ay, cosnt,
n=0

przy czym szereg jest zbiezny w Lo. Ile wynosi > o |a,|??

7. Niech M bedzie domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H, P = Py,
bedzie rzutem ortogonalnym na M oraz T bedzie operatorem ograniczonym na H.

Dowiesé, ze M oraz M+ sy przestrzeniami niezmienniczymi dla T wtedy i tylko
wtedy, gdy TP = PT.

8. Zalézmy, ze M jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H.
Wykazaé, nie korzystajac z twierdzenia Hahna-Banacha, ze dowolny funkcjonal
@ € M rozszerza sie do pewnego funkcjonalu ¢ € H* spelniajacego warunek
¥l = llella--

9. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta [?(N) oraz
Vi={xcl’(N):2; +223 =01 — 22, + 2o + 23 =0}.

a) Znalezé podprzestrzen V.
b) Niech P, P, : H — H beda rzutami ortogonalnymi w H, odpowiednio na
V oraz na V1. Znalez¢ Piai Pra dlaa= (27")_,.

10. Zalozmy, ze H jest przestrzenig Hilberta, a operator T € B(H) spelnia
(Tz,x) > ||z||* dla wszystkich x € H. Wykazaé, ze T : H — H jest izomorfizmem.



